
III етап Всеукраїнської олiмпiади юних математикiв

I тур

Умови та розв’язки по усiх класах

1-3 рiвнi (високий, середнiй, достатнiй)

7 клас
1. У виразi

12− 11− 10− 9− 8− 7− 6− 5− 4− 3− 2− 1

певним чином розставили дужки та порахували значення отриманого виразу. Яке найбiльше
значення могли отримати? Вiдповiдь обґрунтуйте.

Зауваження. Дужку виду “(” можна ставити лише перед числом, а дужку виду “)” лише
пiсля числа, наприклад, вирази −4(−3− 2) та −(4− 3−)2 вважаються забороненими.

Вiдповiдь:
12− (11− 10− 9− 8− 7− 6− 5− 4− 3− 2− 1) = 46.

Розв’язання. При будь-якiй розстановцi дужок у пiдсумковому результатi число 12 зав-
жди буде iз знаком +, а число 11 – iз знаком −. Таким чином сума буде найбiльшою, якщо
усi iншi числа будуть iз знаком +, а для цього достатньо дужки розставити, як це показано у
вiдповiдi. Остаточне найбiльше значення знаходимо простими пiдрахунками.

2. Знайдiть найменше натуральне число n > 100 таке, що серед чисел n − 100, n − 99, . . . , n −
1, n, n + 1, . . . , n + 100 (усього 201 число) найбiльшу суму цифр має число n. Вiдповiдь обґрун-
туйте.

Вiдповiдь: 999.
Розв’язання. Розглянемо довiльне число. Якщо його двi останнi цифри замiнити на 99, то

сума цифр стане бiльшою. Тому шукане число закiнчується на 99. Числа 99, 199, . . . , 899 умову
не задовольняють, оскiльки у цьому перелiку кожне наступне число має суму цифр бiльшу вiд
попереднього. А от число 999 шукане, оскiльки його сума цифр дорiвнює 27 i бiльша вiд будь-
якого трицифрового, а серед наступних за ним 100 чотирицифрових чисел вiд 1000 до 1099,
найбiльшу суму цифр має число 1099, але ця сума цифр менша вiд суми цифр числа 999.
3. Кожна з дiвчинок Оксана, Оле-
ся, Оля та Олександра одержала
прямокутник розмiром 2010 × 10.
Їм запропонували прямолiнiйним
розрiзом розрiзати цей прямоку-
тник на двi частини таким чином,
щоб з цих частин, не накладаючи
їх одна на другу, можна було скла-
сти трикутник. Усi вони впоралися
iз завданням. Чи могли вони отри-
мати чотири попарно рiзнi трику-
тники? Вiдповiдь обґрунтуйте.

Вiдповiдь: Так, могли, вiдповiднi приклади показанi на рис.1.

4. (Рубльов Богдан) Яку найбiльшу кiлькiсть фiгурок виду
можна розташувати у квадратi розмiром 8×8 клiтинок так, щоб вони
не накладались одна на iншу? Вiдповiдь обґрунтуйте.
Вiдповiдь: 12 фiгурок.
Розв’язання. Достатньо розглянути розташування 12 таких фi-

гурок, як це показано на рис.2. Бiльше їх розташувати неможливо,
оскiльки 13 таких фiгур складаються з 13 ·5 = 65 малих квадратикiв,
а великий квадрат мiстить їх лише 8 · 8 = 64.



8 клас

1. У виразi
2010− 2009− 2010− 2009− 2010− 2009− . . .− 2010− 2009︸ ︷︷ ︸

2010 чисел
певним чином розставили дужки та порахували значення отриманого виразу. Яке найбiльше
значення могли отримати? Вiдповiдь обґрунтуйте.

Зауваження. Дужку виду “(” можна ставити лише перед числом, а дужку виду “)” лише
пiсля числа, наприклад, вирази −2010(−2009 − 2010) та −(2010 − 2009−)2010 вважаються за-
бороненими.

Вiдповiдь:

2010− (2009− 2010− 2009− 2010− 2009− . . .− 2010− 2009)︸ ︷︷ ︸
2010 чисел

= 4035077.

Розв’язання. При будь-якiй розстановцi дужок у пiдсумковому результатi перше число
2010 завжди буде iз знаком +, а перше число 2009 – iз знаком −. Таким чином сума буде
найбiльшою, якщо усi iншi числа будуть iз знаком +, а для цього достатньо розставити дужки,
як це показано у вiдповiдi. Найбiльше значення знаходимо такими пiдрахунками:

2010− (2009− 2010− 2009− 2010− 2009− . . .− 2010− 2009)︸ ︷︷ ︸
2010 чисел

=

= 2010− 2009 + 2010 + 2009 + 2010 + 2009 + . . . + 2010 + 2009︸ ︷︷ ︸
2008 чисел

=

= 1 + (2010 + 2009) · 1004 = 4035077.

2. Олеся та Андрiй кидають по одному разу стандартний гральний кубик. Знайдiть iмовiрнiсть
того, що кiлькiсть очок у Олесi бiльша вiд кiлькостi очок, що випали у Андрiя. Вiдповiдь
обґрунтуйте.

Вiдповiдь: 5
12
.

Розв’язання.
Усього можливих варiантiв 62 = 36, пiдрахуємо кiлькiсть варiантiв, при яких Олеся може

набрати бiльше очок.
Якщо у Олесi випадає 1, то така ситуацiя неможлива.
Якщо 2, то можливий лише варiант 1.
Якщо 3, то можливi варiанти 1 та 2.
Якщо 4, то можливi варiанти 1, 2 та 3.
Якщо 5, то можливi варiанти 1, 2, 3 та 4.
Якщо 6, то можливi варiанти 1, 2, 3, 4 та 5.
Загалом – 15 варiантiв. Таким чином шукана iмовiрнiсть є 15

36
= 5

12
.

3. При яких натуральних n серед чисел n, n + 1, n + 2, . . . , n2 можна вибрати 4 попарно рiзних
числа a, b, c, d, для яких виконується рiвнiсть ab = cd. Вiдповiдь обґрунтуйте.

Вiдповiдь: при усiх n ≥ 3.
Розв’язання. Якщо серед заданих чисел є така четвiрка рiзних чисел n, 2n, 3n, 6n, то числа

вибрати можна, оскiльки n · 6n = 2n · 3n. Такi числа належать множинi {n, n + 1, n + 2, . . . , n2}
за умови n2 ≥ 6n, або n ≥ 6, таким чином залишилось розглянути випадки n < 6.

n = 5 маємо числа 5, 6, 7, . . . , 25 i з добутку 2 · 3 · 4 · 5 знаходимо шуканi числа – це пари
чисел 2 ·3 = 6 i 4 ·5 = 20 та iнша пара 2 ·4 = 8 i 3 ·5 = 15, добутки яких задовольняють потрiбнi
умови.

Так само при n = 4 маємо числа 4, 5, 6, . . . , 16, шуканi двi пари – це 4 та 15, а також 6 та 10.
При n = 3 серед чисел 3, 4, 5, . . . , 9 знаходимо шуканi двi пари – це 4 та 6, а також 3 та 8.



При n = 1, 2 чисел просто не вистачає, щоб утворити потрiбнi двi пари.

4. Точка O – центр описаного кола гострокутного трикутни-
ка ABC. Пряма AO перетинає сторону BC в точцi D так, що
OD = BD = 1

3
BC. Знайдiть кути трикутника ABC. Вiдповiдь

обґрунтуйте.
Вiдповiдь: Кути трикутника ∠ABC = 45◦, ∠BAC =

60◦, ∠ACB = 75◦.
Розв’язання. Позначимо через E та M середини вiдрiзкiв CD
та BC вiдповiдно. Тодi з умови BD = DE = EC. Крiм того,
оскiльки 4ABC гострокутний, то точка O лежить всерединi
цього трикутника.

Розглянемо 4OMD. У нього OM ⊥ DM , оскiльки OM – серединний перпендикуляр до
BC. З умови отримуємо DM = ME = 1

2
DE = 1

2
OD, таким чином у прямокутному трику-

тнику OMD катет вдвiчi менший за гiпотенузу, тому ∠ODM = 60◦ (рис.3). Трикутник ODE
– рiвнобедрений, оскiльки OD = DE. Тодi вiн правильний, тобто усi його кути дорiвнюють
60◦ та OD = OE = DE. Трикутники BDO та OEC – рiвнобедренi, тому можна обчислити
∠OBD = ∠BOD = ∠COE = ∠OCE = 30◦. Тодi ∠DOC = 180◦ − ∠ODC − ∠DCO = 90◦.
Таким чином 4AOC – прямокутний та рiвнобедрений, тому ∠OAC = ∠OCA = 45◦. Далi зна-
ходимо ∠AOB = 180◦ − ∠BOD = 150◦. I остаточно, з рiвнобедреного трикутника AOB маємо
∠OAB = ∠OBA = 15◦. Звiдси вже знаходимо шуканi кути трикутника, якi наведенi у вiдповiдi.

5. (Рубльов Богдан) Кожен з хлопцiв – Вiталiй, Михайло та Олександр отримали вiд мами по
n гривень. Вiталiй на усю суму повинен був купити книжки, Михайло – зошити, а Олександр
– ручки. На решту, що залишилась у них, мама дозволила купити морозиво. Мамi вони ска-
зали, що Вiталiковi цих грошей вистачило лише на купiвлю 1 книги, Михайловi – на купiвлю
двох зошитiв, Олександровi – на купiвлю п’яти ручок, i морозива хлопцi купили на n гривень.
Доведiть, що принаймнi один з хлопцiв неправильно виконав доручення мами.

Розв’язання. Позначимо вартiсть однiєї книги, зошита та ручки вiдповiдно через q1, q2 та
q3, а одержанi решти – r1, r2, r3. Тодi умови задачi можна записати таким чином:

n = q1 + r1, n = 2q2 + r2, n = 5q3 + r3,

при цьому повиннi виконуватись умови r1 < q1, r2 < q2, r3 < q3, бо iнакше були б купленi
додатково або книга, або зошит, або ручка. З останнiх нерiвностей випливає, що n = q1 + r1 >
2r1, n = 2q2 + r2 > 3r2, n = 5q3 + r3 > 6r3 ⇒ r1 < 1

2
n, r2 < 1

3
n, r3 < 1

6
n. Якщо додати записанi

рiвностi, то одержимо, що
n = r1 + r2 + r3 <

n

2
+

n

3
+

n

6
= n.

Одержана суперечнiсть доводить, що при купiвлi була помилка.

6. (4 задача у достатньому рiвнi) У гострокутному трикутнику ABC точки M i N – середини
сторiн AB i AC вiдповiдно. Для довiльної точки S, що лежить на сторонi BC, доведiть, що
виконується умова:

(MB −MS)(NC −NS) ≤ 0.

Розв’язання. Проведемо висоту AD, тодi з властивостей прямо-
кутних трикутникiв MB = MD,NC = ND (рис.4). Якщо S = B,
або S = C, або S = D, то MB = MS або NC = NS, звiдки за-
даний вираз в лiвiй частинi умовi дорiвнює нулевi i твердження
доведене.

Нехай тепер S не спiвпадає iз жодною з точок B, C,D, тодi
без обмеження загальностi розгляду, припустимо, що S належить
вiдрiзку BD. Тодi MB = MD > MS та NS > ND = NC, звiдки
й маємо, що (MB−MS)(NC−NS) < 0, що й треба було довести.



7. (5 задача у середньому та достатньому рiвнi) Чи iснують такi попарно рiзнi натуральнi числа
a1, a2, . . . , ak, бiльшi вiд 1, для яких виконується рiвнiсть

a1 + a2 + . . . + ak = 2010 ·
(

1

a1

+
1

a2

+ . . . +
1

ak

)
а) якщо k = 2;
б) якщо k = 12.
Вiдповiдь: а) будь яка пара дiльникiв числа 2010, добуток яких дорiвнює 2010, наприклад

a1 = 2, a2 = 1005;
б) 2, 3, 5, 6, 10, 15, 134, 201, 339, 402, 670, 1005.
Розв’язання. В основi знаходження таких чисел добре вiдоме спiввiдношення: якщо d

– деякий дiльник числа n, 1 < d < n, то число d′ = n
d
так само є дiльником числа n, що

задовольняє умови 1 < d′ < n. При цьому, якщо n не повний квадрат, то d 6= d′.
а) Таким чином двома числами, що задовольняють умову можуть бути будь-яка пара дiль-

никiв числа 2010. Умову достатньо переписати у виглядi

a1 + a2 =
2010

a1

+
2010

a2

.

б) Так само треба просто виписати попарно рiзнi дiльники числа 2010, звiдки й одержимо
шукану вiдповiдь, Для кожної вiдповiдної пари дiльникiв виконується формула, що наведена у
попередньому пунктi, звiдки й випливає наведена вiдповiдь.

9 клас

1. Побудуйте графiк рiвняння: x
|x| +

|y|
y

= 2y.
Вiдповiдь: вiдкритi променi y = −1 при x < 0 та y = 1 при x > 0 (рис.5).
Розв’язання. Зрозумiло, що x 6= 0 та y 6= 0, далi розглянемо 3

випадки.
1й випадок. x > 0, y > 0, тодi маємо умову 2y = 2, звiдки знахо-

димо перший промiнь з вiдповiдi.
2й випадок аналогiчний першому при x < 0, y < 0, тодi маємо

iнший промiнь з вiдповiдi.
3й випадок. xy < 0, тодi маємо рiвнiсть 2y = 0, яка не має розв’яз-

кiв, що задовольняють умовi.
2. Прямокутник розмiром 2010 × 11 розбито на одиничнi квадратики. Зовнiшнiй шар клiтин
товщиною у 1 клiтину цього прямокутника пофарбовано у жовтий колiр, шар клiтин товщиною
у 1 клiтину, що межує iз зовнiшнiм шаром, пофарбовано у блакитний колiр. Наступний шар
клiтин, що межує з блакитним пофарбовано у жовтий колiр i так далi. Знайдiть кiлькiсть
жовтих та блакитних клiтин у цьому прямокутнику.

Вiдповiдь: жовтих 12066, блакитних 10044.
Розв’язання. Видiлимо зовнiшнi шари кожного кольору послiдовно:

2010× 11 – жовтий; 2008× 9 – блакитний; 2006× 7 – жовтий; 2004× 5 – блакитний; 2002× 3
– жовтий; 2000× 1 – блакитний.

Далi просто через рiзницю вiдповiдних площ зовнiшнiх прямокутникiв та внутрiшнiх обчи-
слимо вiдповiднi значення. Почнемо знизу.

Блакитних: 2000 · 1 = 2000. Жовтих: 2002 · 3− 2000 · 1 = 4006.
Блакитних: 2004 · 5− 2002 · 3 = 4014 Жовтих: 2006 · 7− 2004 · 5 = 4022.
Блакитних: 2008 · 9− 2006 · 7 = 4030. Жовтих: 2010 · 11− 2008 · 9 = 4038.
Разом маємо: жовтих 4038 + 4022 + 4006 = 12066, блакитних 4030 + 4014 + 200 = 10044.

3. При яких x значення функцiї y = (
√

x)
2009

+
(√

1− x
)2010 є цiлим числом?

Вiдповiдь: при x = 0 та x = 1.



Розв’язання. Зрозумiло, що ОДЗ нашого виразу x ∈ [0, 1], тому кожний з доданкiв не-
вiд’ємний та не перевищує 1. Це означає, що при пiднесеннi до степеня вiн не збiльшується.
Тому (

√
x)

2009
+
(√

1− x
)2010 ≤ x + (1 − x) = 1, тобто цей вираз може приймати цiлi значення

лише 0 та 1. Те, що нуль не приймається – очевидно, оскiльки кожний з доданкiв невiд’ємний
та одночасно доданки не обертаються в нуль. Значення 1 може досягатись за одночасного вико-
нання двох умов: (

√
x)

2009
= x та

(√
1− x

)2010
= (1−x), тому можливi значення x = 0 та x = 1.

Перевiркою переконуємось, що вони обидва задовольняють умову i є шуканими розв’язками
задачi.
4. У гострокутному трикутнику ABC точка O – центр описа-
ного кола, CH – висота трикутника, точка T – основа перпен-
дикуляра, що опущений з вершини C на пряму AO. Доведiть,
що пряма TH проходить через середину сторони BC.

Розв’язання. Позначимо через P перетин прямих TH
та BC (рис.6). Треба показати, що P середина сторони BC.
Оскiльки ∠AHC = ∠ATC = 90◦, то чотирикутник ACTH –
вписаний, тому ∠PHC = ∠TAC = ∠OAC = 1

2
(180◦−∠AOC) =

90◦ − ∠ABC = ∠BCH = ∠PCH ⇒ 4PCH – рiвнобедрений з
вершиною P . Оскiльки 4CHB – прямокутний, то P лежить на
серединному перпендикулярi до вiдрiзку CH, тому P середина
сторони BC.
5. (Голоднов Кирило) Натуральнi числа a, b, c, d такi, що ab2 + ad2 + cb2 = ba2 + bd2 + ca2 та
число a2 + b2 + c2 + d2 – просте. Доведiть, що a = b.

Розв’язання.Припустимо, що a 6= b. Умову ab2+ad2+cb2 = ba2+bd2+ca2 можна переписати
в виглядi: (a− b)(d2 − ab− ac− bc) = 0. Тому в припущеннi a 6= b одержимо: d2 = ab + ac + bc.
Тодi: a2 + b2 + c2 + d2 = a2 + b2 + c2 + ab + ac + bc = (a + b + c)2− d2 = (a + b + c + d)(a + b + c− d).
Оскiльки (a+ b+ c+d)(a+ b+ c−d) – просте, та a, b, c, d – натуральнi, то a+ b+ c−d = 1. Тобто
ab + ac + bc = d2 = (a + b + c− 1)2. Розкриваючи дужки у рiвностi (a + b + c− 1)2 = ab + ac + bc,
одержимо: a2 + b2 + c2 + 1 + 2ab + 2ac + 2bc− 2a− 2b− 2c = ab + ac + bc, або

a(a + b− 2) + b(b + c− 2) + c(c + a− 2) + 1 = 0.

Але ця рiвнiсть не може виконуватись, оскiльки кожний доданок у лiвiй частинi невiд’ємний, i
уся сума не менше 1. Тому a = b.

6. (4 задача у достатньому рiвнi) У гострокутному трикутнику ABC точка O є точкою перетину
серединних перпендикулярiв до сторiн трикутника (центр описаного кола), D – точка перетину
прямих AO та BC. Виявилось, що OD = BD = 1

3
BC. Знайти кути трикутника.

Вiдповiдь: Кути трикутника ∠ABC = 45◦, ∠BAC = 60◦, ∠ACB = 75◦.
Розв’язання. Дивись задачу 4 високого рiвня 8 клас

7. (5 задача у середньому та достатньому рiвнi) Число n > 2010 задовольняє умову: для будь-
якого k ∈ {1, 2, . . . , n−2010} числа n+k та 2010+k є взаємно простими. Знайдiть усi такi числа
n.

Вiдповiдь: 2011
Розв’язання. Позначимо число m = n − 2010, тодi маємо для кожного k ∈ {1, 2, . . . ,m}

таку рiвнiсть (2010+k, n+k) = (2010+k, n+k−2010−k) = (2010+k,m) = 1. Тобто, m послiдовних
чисел 2011, 2012, . . . , 2010 + k є взаємно простими з числом m, Але серед m послiдовних чисел
завжди принаймнi одне дiлиться на m, що суперечить наведений вище умовi, окрiм випадку
m = 1. Таким чином шукане число n = 2010 + m = 2011.

10 клас
1. Розглянемо чотирицифрове число, а також чотирицифрове число, що записане такими са-
мими цифрами у зворотному порядку. Яку найбiльшу кiлькiсть цифр 5 може мати у своєму
десятковому запису модуль рiзницi таких чисел?



Вiдповiдь: Максимум три цифри 5, що дає рiзниця, наприклад, таких чисел: 6621−1266 =
5355.

Розв’язання. У вiдповiдi показаний приклад, коли цифр 5 рiвно три, покажемо, що бiльше
бути не може. Очевидно, що отриманий модуль рiзницi має не бiльше чотирьох цифр. Розгля-
немо рiзницю двох таких чисел abcd− dcba = 1000a + 100b + 10c + d− 1000d− 100c− 10b− a =
999(a − d) + 90(b − c), як бачимо вона кратна 9, а якщо число складається з усiх цифр 5, то
воно 9 не кратне. Одержана суперечнiсть доводить, що три цифри 5 є найбiльшим можливим
числом.

2. Розв’яжiть рiвняння:

(x + 1)5 + (x + 1)4(x− 1) + (x + 1)3(x− 1)2 + (x + 1)2(x− 1)3 + (x + 1)(x− 1)4 + (x− 1)5 = 0.

Вiдповiдь: x = 0.
Розв’язання. Помножимо лiву частину рiвностi на 2 = ((x + 1)− (x− 1)), тодi з тотожно-

стi a6 − b6 = (a− b)(a5 + a4b + a3b2 + a2b3 + ab4 + b5) маємо, що наше рiвняння набуває вигляду:
(x + 1)6 − (x− 1)6 = 0 або (x + 1)2 = (x− 1)2, звiдки знаходимо єдиний розв’язок x = 0 .
3. Всерединi квадрата ABCD вибрано точку O. Квадрат
A′B′C ′D′ – образ квадрата ABCD при гомотетiї з центром у
точцi O та коефiцiєнтом k > 1 (точки A′, B′, C ′, D′ є образами
точок A, B, C, D вiдповiдно). Доведiть, що сума площ чотирику-
тникiв A′ABB′ та C ′CDD′ дорiвнює сумi площ чотирикутникiв
B′BCC ′ та D′DAA′.

Розв’язання. Позначимо p = AB, q = A′B′ (рис.7). То-
дi q = kp. Позначимо як на рисунку висоти трапецiй h1, h2, h3

та h4. Тодi SA′ABB′ + SC′CDD′ = p+q
2

h1 + p+q
2

h3 , аналогiчно
SB′BCC′ + SD′DAA′ = p+q

2
h2 + p+q

2
h4, тобто для доведення потрi-

бного твердження достатньо довести, що h1 + h3 = h2 + h4, але
це очевидно, оскiльки кожна з двох цих сум є q − p.
4. (Жидков Сергiй) Невiд’ємнi числа a, b, c задовольняють умову a + b + c = 1. Доведiть нерiв-
нiсть

(1− a)2 + (1− b)2 + (1− c)2 ≥ 6
√

abc.

Чи може при вказаних умовах досягатись рiвнiсть?
Розв’язання. Вiдкриємо дужки у лiвiй частинi нерiвностi:

(1 − a)2 + (1 − b)2 + (1 − c)2 = 3 + a2 + b2 + c2 − 2(a + b + c) = a2 + b2 + c2 + a + b + c ≥
6

6
√

a2b2c2abc = 6
√

abc, рiвнiсть досягається лише при a = b = c = a2 = b2 = c2, що неможливо
при a + b + c = 1.

Iнше розв’язання. З очевидної нерiвностi
(√

a(a + b + c)−
√

bc
)2

≥ 0 випливає, що

a(a + b + c) + bc ≥ 2
√

abc(a + b + c)⇔ (a + b)(a + c) ≥ 2
√

abc(a + b + c),

з трьох аналогiчних нерiвностей, якщо їх усi додати будемо мати:

(a + b)(a + c) + (a + b)(b + c) + (c + b)(c + a) ≥ 6
√

abc(a + b + c).

З нерiвностi трьох квадратiв

(a + b)2 + (b + c)2 + (c + a)2 ≥ (a + b)(a + c) + (b + a)(b + c) + (c + a)(c + b),

з урахуванням умов задачi та двох останнiх нерiвностей будемо мати:

(a + b)2 + (b + c)2 + (c + a)2 ≥ 6
√

abc(a + b + c)⇔

(1− a)2 + (1− b)2 + (1− c)2 ≥ 6
√

abc.



Доведення того, що рiвнiсть досягатись не може проводиться зовсiм просто.

5. У кожнiй клiтинi дошки m × n, m, n ∈ N, у шаховому порядку розставленi букви A та Б.
Можна послiдовно мiняти букви у клiтинах за такими правилами: вибираються двi клiтини,
якi мають спiльну сторону i букви у кожнiй з них замiнюються таким чином: якщо у клiтинi
записана буква A, то замiсть неї записують букву Б, якщо у клiтинi записана буква Б, то замiсть
неї записують буква В, i нарештi, якщо у клiтинi записана буква В, то замiсть неї записують
букву А. При яких m i n можна за скiнченну кiлькiсть крокiв одержати дошку, яка заповнена
буквами у протилежному до початкового порядку (тобто у клiтинах, де була записана А, буде
записано Б, i навпаки).

Вiдповiдь: mn
... 3.

Розв’язання. Нехай m, n такi, що задовольняють умову задачi. Позначимо через a та b
кiлькiсть клiтин, у яких спочатку була написана буква A та Б вiдповiдно. Тодi a+b = mn. Якщо
у комiрцi i була записана буква A, то треба зробити 3si + 1 крокiв, щоб там з’явилась буква Б,
аналогiчно у комiрцi j, де була записана буква Б, треба зробити 3tj +2 крокiв. Оскiльки кожна
дiя iз змiною букв торкається одночасно двох комiрок, у яких були записанi рiзнi букви, то
a∑

i=1

(3si +1) =
b∑

j=1

(3tj +2)⇒ a− 2b = 3
a∑

i=1

si− 3
b∑

j=1

tj ⇒ 3 | (a− 2b) або 3 | (a+ b), тобто принаймнi

одне з чисел m, n повинно бути кратним 3. З iншого боку, якщо одне з цих чисел кратне 3, то
дошку можна розрiзати на шматочки 1 × 3, для яких перетворення потрiбним чином зробити
досить легко: АБА → БВА → БАБ; БАБ → ВББ → АВБ → ААВ → АБА, таким чином ця
умова i є шуканою.

6. (4 задача у достатньому рiвнi) Дiйснi числа x, y, z задовольняють умову:

1

xy
=

y

z − x + 1
=

2

z + 1
.

Доведiть, що одне з цих чисел є середнiм арифметичним двох iнших.
Розв’язання. З цих умов визначимо, що z = xy2 + x − 1 = 2xy − 1 ⇒ x(y2 − 2y + 1) =

x(y − 1)2 = 0 звiдки випливає, що y = 1, оскiльки з умов задачi зрозумiло, що x 6= 0. Але тодi
з рiвностi xy = z+1

2
випливає, що x = z+y

2
, що й треба було довести.

7. (5 задача у середньому та достатньому рiвнi) Вчителька розсадила за круглим столом своїх
учнiв, серед яких було втричi менше хлопчикiв нiж дiвчаток. Виявилось, що серед усiх пар
учнiв, якi сидять поруч, пар дiтей одної статi у два рази бiльше, нiж пар дiтей рiзної статi. При
якiй мiнiмальнiй кiлькостi дiтей за столом таке могло трапитись?

Вiдповiдь: 12 дiтей.
Розв’язання. Нехай хлопцiв x, тодi дiвчат – 3x i усiх дiтей 4x. Тодi усього пар дiтей

рiзного полу буде y, тодi загалом усiх пар буде – 3y. Зауважимо, що кiлькiсть пар дiтей дорiвнює
кiлькостi дiтей, тобто 3y = 4x, найменшим x, яке задовольняє таке рiвняння – це x = 3, таким
чином дiтей щонайменше повинно бути 12. Залишається показати, що при такiй кiлькостi дiтей
можливо їх розсадити з виконанням умов.

Приклад такий – 3 хлопцi сидять так: двоє поруч, а ще один не поруч. Тодi пар дiтей
рiзного полу усього 4, по двi вiд кожної групи хлопцiв, решта пар – дiти одного полу, яких 8,
що й доводить, що наведена вiдповiдь є правильною.

11 клас

1. Знайдiть усi натуральнi значення n, при яких виконується рiвнiсть:

−20 + 21 − 22 + 23 − 24 + . . . + (−2)n = 40 + 41 + 42 + . . . + 42010?

Вiдповiдь: n = 4021.



Розв’язання. Скористаємось формулою геометричної прогресiї, оскiльки злiва та справа
саме такi вирази.−20+21−22+23−24+. . .+(−2)n = −1·((−2)n+1−1)

−2−1
= 1·(42011−1)

4−1
. Або (−2)n+1 = 42011.

Звiдси зрозумiло, що n повинно бути непарним. Нехай n = 2m + 1 ⇒ (−2)2m+2 = 42011 ⇒
4m+1 = 42011 звiдки остаточно знаходимо, що m = 2010 i n = 4021.

2. У кубi розмiром 11 × 11 × 11 зовнiшнiй шар одиничних кубикiв пофарбовано у жовтий
колiр, наступний шар, що дотикається до цього зовнiшнього жовтого фарбується у блакитний,
наступний шар – знову у жовтий i так далi. Знайти загальну кiлькiсть жовтих та блакитних
одиничних кубикiв.

Вiдповiдь: блакитних – 1 + 98 + 386 = 485 кубикiв, жовтих – 602 + 218 + 26 = 846.
Розв’язання. Легко збагнути, що усього буде 6 шарiв, достатньо розглянути серединний

перерiз куба, що проходить через центр великого кубика та паралельно однiй з граней. Тодi
зовнiшнiй жовтий шар має ширину 11, наступний блакитний – 9, наступний жовтий має ширину
7, наступний блакитний – 5, далi жовтий шар шириною 3 i останнiй (шостий шар) блакитний
має ширину 1, звiдки очевидно, що цей шар складається з одного центрального одиничного
кубика. А далi просто будемо проводити обчислення, починаючи з середини.

5-й шар, жовтий, шириною 3, має 33 − 13 = 26 кубикiв.
4-й шар, блакитний, шириною 5, мiстить 53 − 33 = 98 кубикiв.
3-й шар, жовтий, шириною 7, мiстить 73 − 53 = 218 кубикiв.
2-й шар, блакитний, шириною 9, мiстить 93 − 73 = 386 кубикiв.
Нарештi, зовнiшнiй шар, жовтий, шириною 11, мiстить 113 − 93 = 602 кубики.
Остаточно, блакитних – 1 + 98 + 386 = 485 кубикiв, а жовтих 602 + 218 + 26 = 846 кубикiв.

3. (Рожкова Марiя) Чотирикутник ABCD вписаний у коло та має перпендикулярнi дiагона-
лi. Точки K, L, M,Q – точки перетину висот трикутникiв ABD,ACD, BCD, ABC вiдповiдно.
Довести, що чотирикутник KLMQ рiвний чотирикутнику ABCD.

Розв’язання. Позначимо через O – точку перетину дiаго-
налей чотирикутника ABCD. На прямiй AC розташованi ви-
соти 4BCD та 4ACD, тому ортоцентри K та M лежать на
цiй прямiй. Аналогiчно на прямiй BD лежать ортоцентри L, Q
(рис.8).

BK ‖ CL, оскiльки обидва цих вiдрiзки перпендикулярнi
прямiй AD. Тодi можемо записати такi рiвностi кутiв:

∠BKC = ∠KCL = ∠ACL = 90◦−∠CAD = 90◦∠DBC = 90◦−∠OBC = ∠BCK.

Таким чином 4BCK – рiвнобедрений, тому точки C i K симе-
тричнi вiдносно прямої BL, звiдси випливає, що 4BCK – та-
кож рiвнобедрений. Таким чином рiвнi кути ∠BKC = ∠BCK =
∠KCL = ∠CKL, тому чотирикутник BCKL – ромб. Аналогi-
чно доводиться, що й чотирикутник ADMQ також ромб. Звiдси
вже просто одержуємо, що чотирикутник KLMQ є центрально
симетричним образом чотирикутника ABCD вiдносно точки O,
звiдки й випливає, що вони рiвнi.
4. Довести, що для кожного натурального n рiвняння an + 2010bn = cn+1 має нескiнченну
кiлькiсть розв’язкiв у натуральних числах a, b, c.

Розв’язання. Покладемо для довiльного натурального k числа a = b = 2011kn+1, тодi an +
2010bn = 2011nkn(n+1) +2010 · 2011nkn(n+1) = 2011nkn(n+1) · 2011 = 2011n+1kn(n+1) = (2011kn)n+1 =
cn+1 ⇒ c = 2011kn.

5. (Голоднов Кирило) Числа x, y, z задовольняють умову x ∈ (0, 1], y ∈ (0, 1], z ∈ (0, 1]. Доведiть
нерiвнiсть

x

2 + xy + yz
+

y

2 + yz + zx
+

z

2 + zx + xy
≤ x + y + z

x + y + z + xyz
.



Розв’язання. Розглянемо очевидну нерiвнiсть: 0 ≤ (1 − x)(1 − y)(1 − z) = 1 + xy + yz +
zx− x− y − z − xyz ⇒ 1 + xy + yz + zx ≥ x + y + z + xyz ⇒ 2 + xy + yz ≥ x + y + z + xyz ⇒

x

2 + xy + yz
≤ x

x + y + z + xyz
.

Запишемо двi аналогiчнi нерiвностi i будемо мати:

y

2 + yz + zx
≤ x

x + y + z + xyz
.

z

2 + zx + xy
≤ x

x + y + z + xyz
.

Якщо додати одержанi нерiвностi будемо мати потрiбну нерiвнiсть.

6. (4 задача у достатньому рiвнi) Натуральнi числа m, n такi, що число (2n + 3m) дiлиться на
5. Доведiть, що число (2m + 3n) також дiлиться на 5.

Розв’язання. Останнi цифри чисел 2n та 3m повторюються з перiодом 4. Для першого
це послiдовнiсть 2, 4, 8, 6, для другого – вiдповiдно 3, 9, 7, 1. Для того, щоб число (2n + 3m)
дiлилося на 5, потрiбно, щоб були такi пари останнiх цифр: 2 + 3, 4 + 1, 8 + 7, 6 + 9, але тодi
вiдповiднi суми останнiх цифр числа (2m + 3n) дають: 2 + 3, 6 + 9, 8 + 7, 4 + 1, тобто це число
так само буде кратним 5, що й треба було довести.

7. (5 задача у середньому та достатньому рiвнi) Знайдiть невiд’ємнi розв’язки системи рiвнянь:
x2y2 + 1 = x2 + xy,
y2z2 + 1 = y2 + yz,
z2x2 + 1 = z2 + zx.

Вiдповiдь: x = y = z = 1.
Розв’язання. Якщо принаймнi одна iз змiнних дорiвнює нулевi, наприклад, x = 0, то з

першого рiвняння маємо суперечнiсть 1 = 0.
Тепер будемо вважати, що усi змiннi ненульовi. Тодi з першого рiвняння маємо: x2y2+1 ≥ 2xy

⇒ x2 ≥ xy або x ≥ y, з iнших рiвнянь аналогiчно одержимо, що x ≥ y ≥ z ≥ x, звiдки випливає,
що усi змiннi рiвнi. Далi просто з першого рiвняння одержимо, що x4+1 = 2x2 ⇒ x = y = z = 1.


