
Çèìíèé êàíèêóëÿðíèê
...ó äåòåé óêðàëè êóñî÷åê ñ÷àñòüÿ

1 Ñòàðîå

1. Íàéäèòå âñå ìíîãî÷ëåíû P (x) ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò

(P (x))2 + P (−x) = P (x2) + P (x).

2. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

1

b(a+ b)
+

1

c(b+ c)
+

1

a(c+ a
≥ 27

2(a+ b+ c)2
.

3. Îáîçíà÷èì d(k) êîëè÷åñòâî âñåõ äåëèòåëåé ÷èñëà k. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n, ÷òî

d(n)3 = 4n.

4. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 2. Äîêàæèòå, ÷òî

(φ(an − 1), n) > 1.

2 Ðàçíîå

1. Äëÿ êàæäîãî òð¼õçíà÷íîãî ÷èñëà íàïèøåì ïðîèçâåäåíèå åãî öèôð, à çàòåì ýòè ïðîèçâåäåíèÿ,
âû÷èñëåííûå äëÿ âñåõ òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, ñêëàäûâàåì. Êàêîå ÷èñëî ïîëó÷èòñÿ?

2. Äâå îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. Ê íèì ïðîâåäåíà îáùàÿ êàñàåëüíàÿ � òà èç äâóõ,
êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà áëèæå ê òî÷êå B, ÷åì ê òî÷êå A. Îíà êàñàåòñÿ ïåðâîé îêðóæíîñòè â òî÷êå
C , à âòîðîé � â òî÷êå D. Ïðÿìàÿ CB ïåðåñåêàåò âòîðóþ îêðóæíîñòü âòîðîé ðàç â E. Äîêàæèòå,
÷òî AD � áèññåêòðèñà óãëà ∠CAE.

3. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå m è n, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó

2m2

= 7n+ 4.

4. ×èñëà a, b, c, d óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ab + cd > 0, ac + bd > 0 è a2 + d2 = c2 + b2. Äîêàæèòå,
÷òî ad+ bc > 0.

5. Øàõìàòíûé êîðîëü îáîø¼ë âñþ äîñêó, ïîáûâàâ â êàæäîì ïîëå ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó è âåðíóâ-
øèñü ïîñëåäíèì õîäîì íà èñõîäíîå ïîëå. Äîêàæèòå, ÷òî êîðîëü ñäåëàë ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî õîäîâ
ïî äèàãîíàëè.

6. Ìîæíî ëè íàïèñàòü â êàæäîé âåðøèíå êóáà ïî íàòóðàëüíîìó ÷èñëó òàê, ÷òîáû â ëþáîé ïàðå
ñîåäèí¼ííûõ âåðøèí îäíî ÷èñëî äåëèòñÿ íà äðóãîå, à âî âñåõ äðóãèõ ïàðàõ òàêîãî íå áûëî?

7. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

(a+ b+ c)2 + ab+ bc+ ca ≥ 6
√
abc(a+ b+ c).

8. Íàéäèòå âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c, d, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ:{
a+ b+ c+ d = 20,

ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd = 150.
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9. Ïóñêàé x � íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëà x3 è x2 + x � ðàöèîíàëüíûå.
Äîêàæèòå, ÷òî è x � ðàöèîíàëüíîå.

10. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c äîêàæèòå íåðàâåíñòâî
√
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+
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+

1
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+

1

1 + c
≥ 3.

11. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 111 . . . 11︸ ︷︷ ︸
1997

22 . . . 22︸ ︷︷ ︸
1998

5 ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì.

12. Ïóñêàé D � íåêîòîðàÿ îòëè÷íàÿ îò âåðøèí òî÷êà íà ñòîðîíå BC ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà
ABC. Ïóñêàé I � öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè â òðåóãîëüíèê ABD, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ ñòî-
ðîíû AB, à J � öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ACD, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ ñòîðîíû
AC. Îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ ABI è ACJ ïåðåñåêàþòñÿ âî âòîðîé ðàç â òî÷êå E.
Äîêàæèòå, ÷òî A � èíöåíòð òðåóãîëüíèêà IJE.

13. Äâå îêðóæíîñòè ω1 è ω2 êàñàþòñÿ âíåøíèì îáðàçîì â òî÷êå Q. Îáùàÿ âíåøíÿÿ êàñàòåëüíàÿ ê
ýòèì îêðóæíîñòÿì êàñàåòñÿ ω1 â òî÷êå B. Ïóñêàé AB � äèàìåòð ýòîé îêðóæíîñòè. Èç òî÷êè A
ïðîâîäèòñÿ êàñàòåëüíàÿ AC ê ω2. Äîêàæèòå, ÷òî ω1 äåëèò ïîïîëàì îòðåçîê BC.

14. Çà êðóãëûì ñòîëîì ñèäÿò äåñÿòü ÷åëîâåê, ó êàæäîãî ïåðåä ñîáîé ëåæàò ìîíåòû. Âñåãî ìîíåò 100
øòóê. Ïî ñèãíàëó îíè îäíîâðåìåííî ïåðåäàþò ñîñåäó ñïðàâà ÷àñòü ñâîèõ ìîíåò: åñëè ìîíåò ó íèõ
÷¼òíîå êîëè÷åñòâî - òî ïîëîâèíó, à åñëè íå÷¼òíîå - òî îäíó è ïîëîâèíó îñòàòêà. Òàêàÿ îïåðàöèÿ
ïðîâîäèòñÿ âòîðîé ðàç, ïîòîì òðåòèé è òàê äî áåñêîíå÷íîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî êîãäà-íèáóäü ó âñåõ
ñòàíåò ïî 10 ìîíåò.

15. ×èñëà a1, . . . an òàêèå, ÷òî
n∑

i=1

ai =
n∑

i=1

1

a2i
.

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî i òàêîãî, ÷òî 1 ≤ i ≤ n, ñðåäè ÷èñåë a1, . . . an íàéäóòñÿ
i òàêèõ, ÷òî èõ ñóììà áîëüøå ëèáî ðàâíà i.

16. Öåëûå ÷èñëà a, b óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

a = a2 − 2ab+ b2 − 8b+ 16.

Äîêàæèòå, ÷òî a � ïîëíûé êâàäðàò.

3 Êîìáèíàòîðíàÿ ãåîìåòðèÿ

1. Ïóñòü A � ñóììà ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, â
êîòîðîì òî÷åê ÷åòíîå êîëè÷åñòâî. Ïîëîâèíó òî÷åê çàêðûëè è ïîñ÷èòàëè íîâóþ ñóììó ïîïàðíûõ
ðàññòîÿíèé � B. Äîêàæèòå, ÷òî A ≥ 2B.

2. Öåíòðû íåêîòîðûõ êëåòîê êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 15 ñîåäèíèëè îòðåçêàìè òàê, ÷òî ïîëó÷èëàñü
çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé, ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè. Äîêà-
æèòå, ÷òî äëèíà ëîìàíîé íå áîëüøå 200.

4 Êîìáèíàòîðèêà

1. Â êàæäîé âåðøèíå âûïóêëîãî 100-óãîëüíèêà íàïèñàíî ïî äâà ðàçëè÷íûõ ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî
ìîæíî âû÷åðêíóòü ïî îäíîìó ÷èñëó â êàæäîé âåðøèíå òàê, ÷òîáû îñòàâøèåñÿ ÷èñëà â ëþáûõ
äâóõ ñîñåäíèõ âåðøèíàõ áûëè ðàçëè÷íûìè.
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2. 40 ÷ëåíîâ æþðè ïîäáèðàþò çàäà÷ó äëÿ ãîðîäñêîé îëèìïèàäû. Ó íèõ åñòü ñïèñîê èç 30 çàäà÷.
Îíè äîãîâîðèëèñü ïîñòàâèòü â âàðèàíò çàäà÷ó, êîòîðóþ óìåþò ðåøàòü íå ìåíåå ïîëîâèíû, íî íå
âñå ÷ëåíû æþðè. Êàæäûé èç íèõ ðåøèë ðîâíî 26 çàäà÷, ïðè÷åì ëþáûå äâà ÷ëåíà æþðè ðåøèëè
ðàçíûå íàáîðû çàäà÷. Äîêàæèòå, ÷òî îíè ìîãóò ïîäîáðàòü íóæíóþ çàäà÷ó.

3. Â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî ïÿòèóãîëüíèêà ABCDE çàïèñàíû öåëûå ÷èñëà, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà
2014. Çà îäèí õîä ìîæíî âûáðàòü öåëîå ÷èñëî m è âåðøèíó ïÿòèóãîëüíèêà, âû÷åñòü èç ÷èñëà
â ýòîé âåðøèíå 2m è ïðèáàâèòü ê ÷èñëàì â äâóõ ñîñåäíèõ âåðøèíàõ ïî m. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
õîäîâ íàçîâåì âûèãðûøíîé, åñëè â ðåçóëüòàòå å¼ âûïîëíåíèÿ â îäíîé èç âåðøèí ñòîèò ÷èñëî
2014, à â îñòàâøèõñÿ � 0. Äîêàæèòå, ÷òî âåðøèíà, â êîòîðîé â êîíöå îêàæåòñÿ 2014, íå èçìåíèòñÿ
ïðè ëþáîé âûèãðûøíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè õîäîâ.

4. Â ñòðàíå ãíîìîâ åñòü 200 ïåùåð, íåêîòîðûå èç íèõ ñîåäèíåíû òóííåëÿìè. Íà÷èíàÿ ñ 1 ÿíâàðÿ
2014 ãîäà, ãíîìû êàæäûé äåíü çàñûïàþò âñå ñòàðûå òóííåëè è ðîþò íîâûå ìåæäó êàæäîé
ïàðîé ïåùåð, èç êîòîðûõ ïåðåä ýòèì âûõîäèëî îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî òóííåëåé. Â íåêîòîðûõ
N ïåùåðàõ æèâåò ïî îäíîìó Âèêòîðó Ô¼äîðû÷ó. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì N êàêèå-òî äâà èç íèõ
ñìîãóò âñòðåòèòüñÿ íåçàâèñèìî îò òîãî, êàê â íà÷àëå áûëè ðàñïîëîæåíû òóííåëè.

5. Íà îêðóæíîñòè ðàññòàâëåíû 2013 ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ ðàâíî +1 èëè −1, ïðè÷åì íå âñå
÷èñëà îäèíàêîâûå. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå äåñÿòêè ïîäðÿä ñòîÿùèõ ÷èñåë. Íàéäåì ïðîèçâå-
äåíèå â êàæäîì äåñÿòêå è ñëîæèì ýòè ÷èñëà. Êàêàÿ íàèáîëüøàÿ ñóììà ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ?

6. Êàæäûé çðèòåëü, êóïèâøèé áèëåò â ïåðâûé ðÿä êèíîòåàòðà, çàíÿë îäíî èç ìåñò â ïåðâîì ðÿäó.
Îêàçàëîñü, ÷òî âñå ìåñòà â ïåðâîì ðÿäó çàíÿòû, íî êàæäûé çðèòåëü ñèäèò íå íà ñâî¼ì ìåñòå.
Áèëåò¼ð ìîæåò ìåíÿòü ìåñòàìè ñîñåäåé, åñëè îáà ñèäÿò íå íà ñâîèõ ìåñòàõ. Âñåãäà ëè îí ìîæåò
ðàññàäèòü âñåõ íà ñâîè ìåñòà?

5 Òåîðèÿ ÷èñåë

1. Ïóñêàé p � ïðîñòîå ÷èñëî. Íàéäèòå âñå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ p(x+ y) = xy.

2. Ïðî ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë an èçâåñòíî, ÷òî an+1 < an +
100. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ äåëèò õîòÿ
áû îäèí ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an.

3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë an çàäàíà ïî ïðàâèëó:

a1 = k, a2 = k + 1, an+1 = an−1 · an + 1, n ≥ 2.

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k è ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
âñòðåòèòñÿ ÷èñëî, êðàòíîå .

6 Ãåîìåòðèÿ

1. Ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC âïèñàí â îêðóæíîñòü. K � ñåðåäèíà ìåíøåé äóãè BC ýòîé
îêðóæíîñòè, N � ñåðåäèíà îòðåçêà AC. Êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîòè â òî÷êàõ A è C ïåðåñåêàþòñÿ
â E, NK âî âòîðîé ðàç ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü â òî÷êå M . Äîêàæèòå, ÷òî ∠EMK = 90◦.

2. Ïóñêàé H � îðòîöåíòð îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC. M,N � ñåðåäèíû ñòîðîí AB,BC
ñîîòâåòñòâåííî. Ëó÷è MH è NH ïåðåñåêàþò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü ABC â òî÷êàõ K,L. Äîêà-
æèòå, ÷òî ïðÿìûå BH,KC,LA ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

3. Äàí ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD. Ïðÿìûå AB è CD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êe E, AD è BC � â F .
Äîêàæèòå, ÷òî îðòîöåíòðû òðåóãîëüíèêîâ FAB, FCD, EAD è ECB ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
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4. Ïóñòü AB � îáùàÿ âíåøíÿÿ êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòÿì Γ1 è Γ2 (òî÷êà A ëåæèò íà Γ1), C � òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ îêðóæíîñòåé. Ïåðïåíäèêóëÿð èç B íà AC ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç öåíòðû Γ1 è Γ2, â òî÷êå D. Äîêàæèòå, ÷òî ∠BCD = 90◦.

5. Ê îêðóæíîñòÿì Γ1 è Γ2 ïðîâåëè îáùóþ âíåøíþþ êàñàòåëüíóþ AB è îáùóþ âíóòðåííþþ êàñà-
òåëüíóþ CD (A è C ëåæàò íà Γ1). Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AC è BD ëåæèò íà ïðÿìîé,
êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòðû Γ1 è Γ2.

6. Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD. Íà ñòîðîíå AD âûáðàíà òî÷êà X òàêèì îáðàçîì, ÷òî ∠XCD =
∠BCA. Ïðÿìûå CX è AB ïåðåñåêëèñü â òî÷êå Y . Òî÷êà O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà AXY . Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ CO ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé BD.

7. Äîêàæèòå, ÷òî òðè îêðóæíîñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó òðåóãîëüíèêà,
îñíîâàíèå åãî âûñîòû, îïóùåííîé èç ýòîé âåðøèíû, è êàñàåòñÿ ðàäèóñà îïèñàííîé îêðóæíîñòè,
ïðîâåäåííîãî ê äàííîé âåðøèíå, ïåðåñåêàþòñÿ â äâóõ òî÷êàõ, ðàñïîëîæåííûõ íà ïðÿìîé Ýéëåðà
òðåóãîëüíèêà.
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