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7-й Київський турнiр математичних боїв iменi Лесi Рубльової

Математичний бiй № 3
Старша лiга

Група А
Умови та розв’язки

1. Для додатних чисел x, y, z довести нерiвнiсть:
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xy + x2 + y2
+
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.

Розв’язання. Перепишемо нерiвнiсть у бiльш зручному виглядi:
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Позначимо a = x
y
, b = y

z
, c = z

x
, тодi abc = 1 i нерiвнiсть набуває вигляду
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Пiсля тотожних перетворень з використанням рiвностi abc = 1 одержимо, що треба довести
таку нерiвнiсть:

3(a+ b+ c) + 3(ab+ bc+ ca) + (a+ b+ c)(ab+ bc+ ca)

(ab+ bc+ ca)2 + (a+ b+ c)(ab+ bc+ ca) + (a+ b+ c)2
≤

≤ 12 + 4(a+ b+ c) + (ab+ bc+ ca)

9 + 2(ab+ bc+ ca) + 4(a+ b+ c)
.

Розглянемо такi пiдстановки S = a+ b+ c, P = ab+ bc+ ca i нерiвнiсть набуває такого
вигляду: 3S+3P+PS

P 2+PS+S2 ≤ 12+4S+P
9+2P+4S

. Неважко показати, що S2 ≥ 3P , а також S ≥ 3, P ≥ 3 (бо
abc = 1), тодi 4S3 = 4S2 ·S ≥ 12PS, PS2 = S ·PS ≥ 3PS, 3P 2S ≥ 27S, P 3 ≥ 9P , 6P 2 ≥ 18P .
Якщо використати усi цi нерiвностi, то побачимо, що наведена нерiвнiсть вiрна. Рiвнiсть
можлива лише при умовi S2 = 3P = 9 ⇔ a = b = c = 1 ⇔ x = y = z.

2. Нехай n ≥ 3 — натуральне число. Знайти всi набори f1, f2, . . . , fn вiдмiнних вiд
констант полiномiв iз дiйсними коефiцiєнтами, для яких при всiх дiйсних x та для кожного
k ∈ {1, 2, . . . , n} справджується рiвнiсть:

fk(x)fk+1(x) = fk+1(fk+2(x)),

де fn+1 ≡ f1, fn+2 ≡ f2.
Вiдповiдь: fk(x) = x2, для усiх k ∈ {1, 2, . . . , n}.
Розв’язання. Позначимо степенi полiномiв через deg(fk) = αk, k = 1, n. Усi iндекси в

подальшому будемо рахувати за модулем n. З умов задачi маємо такi рiвностi: αk +αk+1 =
αk+1αk+2, тобто αk+1|αk для кожного k, тому вони усi рiвнi, звiдки легко знаходимо, що
усi вони рiвнi 2.

Позначимо fk(x) = akx
2 + bkx + ck, a1a2 . . . an 6= 0. Якщо у вихiднiй рiвностi зiбрати

коефiцiєнти при x4, одержимо ak = a2
k+2 (звiдси, зокрема, випливає, що ak додатнi для всiх

k). Якщо n = 2m, то маємо такий ланцюг рiвностей: a1 = a2
3 = (a2

5)
2 = . . . = a2m−1

2m−1 = a2m

1

⇒ a1 = a3 = . . . = a2m−1 = 1, аналогiчно й a2 = a4 = . . . = a2m = 1. Для непарного n
вiдразу одержимо, що a1 = a2 = . . . = an = 1. Таким чином, fk(x) = x2 + bkx+ ck, k = 1, n.

Зберемо тепер коефiцiєнти при x3: bk +bk+1 = 2bk+2, k = 1, n. Нехай min{b1, b2, . . . , bn} =
bs = b, тодi з рiвностi bs−2 + bs−1 = 2bs випливає, що й bs−2 = bs−1 = b ⇒ b1 = b2 = . . . =
bn = b. Зберемо коефiцiєнти при x2: ck + ck+1 = 2ck+2 + b, k = 1, n. Якщо тепер усi цi n
рiвностей додати, то вийде, що усi ck скоротяться i залишиться рiвнiсть nb = 0 ⇒ b = 0.
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Але якщо для коефiцiєнтiв ck застосувати тi самi мiркування, що ранiше до bk, то вийде,
що c1 = c2 = . . . = cn = c. Таким чином, fk(x) = x2 + c, k = 1, n.

Залишається такий вигляд полiнома пiдставити у задану рiвнiсть, i ми будемо мати:

(x2 + c)(x2 + c) = (x2 + c)2 + c⇔ c = 0,

i маємо шукану вiдповiдь: fk(x) = x2, k = 1, n.

3. Нехай ABCD — опуклий чотирикутник, такий що трикутник
BCD гострокутний та AB = AD. Позначимо перетин бiсектри-
си кута CAD зi стороною CD через K та перетин бiсектриси
кута BAC зi стороною BC через L. Нехай K ′, L′ — ортогональнi
проекцiї точок K,L на сторони BC та CD вiдповiдно. Довести,
що точки B,D,K ′, L′ — циклiчнi.
Розв’язання. З властивостей бiсектрис внутрiшнiх кутiв три-
кутника маємо, що AB

AC
= BL

CL
та AD

AC
= DK

CK
⇒ BL

CL
= DK

CK
,

тому CB
CL

= BL+CL
CL

= BL
CL

+ 1 = DK
CK

+ 1 = DK+CK
CK

= CD
CK

,
тому 4DCB ∼ 4KCL, звiдки KL ‖ BD, з того, що ку-
ти ∠LL′K та ∠KK ′L – прямi, випливає, що точки K,L,K ′, L′

– циклiчнi, з гострокутностi 4BCD випливає, що точки K ′

та L′ лежать на вiдповiдних бiчних сторонах 4CKL, тому
π = ∠K ′L′K + ∠KLK ′ = ∠K ′L′D + ∠DBK ′, звiдки й випливає
циклiчнiсть точок B,D,K ′, L′.

4. На вiдрiзку AB, що має довжину 16, вiдмiчено точку C так, що BC = 6. По один
бiк вiд прямої AB обранi точки X та Y , якi задовольняють такi умови: Y B = Y C = 5,
XA = 10, XC = 12. Доведiть, що XY > AC.
Розв’язання. Оскiльки AC = AX = 2CY =

2Y B = 10, також CX = 2CB, тому4ACX ∼ 4Y CB
за трьома сторонами, звiдси ∠ACX = ∠Y CB =
∠Y BC = γ i ∠XCY = 180◦ − 2γ = ∠CY B = α.
З 4BCY знаходимо, що cosα = 7

25
, тепер легко з

4XCY знаходимо за теоремою косинусiв:

XY 2 = CX2+CY 2−2·CX·CY ·cosα = 135,4 > 100 = AC2,

що й треба було довести.
5. Розглянемо рiвняння x2 + y2 − axy + 2 = 0, де a — натуральний параметр.
а) Покажiть, що при a 6= 4 не iснує пар натуральних чисел (x, y), якi задовольняють

це рiвняння.
б) Доведiть, що при a = 4 таких розв’язкiв є нескiнченно багато, та визначте всi пари,

якi задовольняють це рiвняння.
Вiдповiдь: б) (x, y) при x = xn, y = xn+1, або x = xn+1, y = xn, де xn = 3+

√
3

6
(2 +√

3)n + 3−
√

3
6

(2−
√

3)n, n ∈ Z+; пара (1, 1).
Розв’язання. а) При a 6= 4 спочатку розглянемо випадок x = y, тодi легко одержати,

що (a− 2)x2 = 2, звiдки a− 2 = 2 та x = 1, що суперечить вибору a.
Припустимо, задане рiвняння

x2 + y2 − axy + 2 = 0 (1)

має хоча б один розв’язок в натуральних числах. Виберемо пару (x0, y0), яка є розв’язком
рiвняння i для якої сума x0 + y0 найменша можлива серед усiх розв’язкiв. Без обмежень
загальностi можемо вважати, що x0 > y0. Таким чином, x2

0 + y2
0 − ax0y0 + 2 = 0, а це

рiвносильне (ay0 − x0)
2 + y2

0 − a(ay0 − x0)y0 + 2 = x2
0 + y2

0 − ax0y0 + 2 = 0. Таким чином,
розв’язком рiвняння (1) також є пара (x1, y0) = (ay0 − x0, y0), що має властивiсть x1 =
ay0−x0 > 0. Остання умова випливає з рiвностей x0(ay0−x0) = ax0y0−x2

0 = y2
0 +2, навiть
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бiльше, ми маємо, що x0 > x1 = ay0 − x0. Дiйсно, це рiвносильне x2
0 > x0(ay0 − x0) ⇔

x2
0 > y2

0 + 2 ⇔ x2
0 − y2

0 > 2, що, очевидно, для заданих натуральних чисел справджується.
Отже, ми знайшли розв’язок (x1, y0), для якого x1 + y0 < x0 + y0, що суперечить вибору
пари (x0, y0).

б) При a = 4 задане рiвняння набуває такого вигляду:

x2 + y2 − 4xy + 2 = 0. (2)

Легко переконатись, що при x = y воно має єдиний натуральний розв’язок (x0, y0) = (1, 1).
Можна тепер розглянути пару (x1, y1) = (4x0 − y0, x0) = (3, 1), яка також є розв’язком
нашого рiвняння.

Розглянемо тепер довiльний натуральний розв’язок (x1, y1) рiвняння (2), де x1 > y1 ≥ 1.
Але тодi маємо, (4x1 − y1)

2 + x2
1 − 4(4x1 − y1)x1 + 2 = x2

1 + y2
1 − 4x1y1 + 2 = 0, тому пара

(x2, y2) = (4x1− y1, x1) також є розв’язком (2), оскiльки x2, y2 – натуральнi, що випливає з
умови x2y1 = (4x1−y1)y1 = 4x1y1−y2

1 = x2
1+2 > 0. Крiм того, y2 = x1 > y1 та x2 = 4x1−y1 =

3x1 + (x1 − y1) > 3x1 > x1 = y2. Таким чином, ми маємо цiлу нескiнченну послiдовнiсть
пар натуральних чисел (x0, y0), (x1, y1), . . . , (xn, yn), . . . таких що x0 < x1 < . . . < xn < . . .
та y0 < y1 < . . . < yn < . . .. Крiм того, xn+1 = 4xn − yn, yn+1 = xn, n ∈ Z+, x0 = y0 = 1.
Тепер вже можна знайти й загальний розв’язок цiєї системи. Послiдовнiсть (xn) задається
такими умовами: xn+2 = 4xn+1 − xn, x0 = 1, x1 = 3. Використаємо вiдому процедуру
пошуку загального розв’язку лiнiйного рекурентного спiввiдношення: t2 − 4t + 1 = 0 –
характеристичне рiвняння, його коренi t1,2 = 2 ±

√
3. Загальний розв’язок запишемо у

виглядi xn = c1t
n
1 + c2t

n
2 . З початкових умов знаходимо: c1,2 = 3±

√
3

6
.

Якщо розглянути довiльний розв’язок (x, y) рiвняння (2), де x > y > 1, то можна
побачити, що пара (y, 4y− x) – також розв’язок, i 4y− x < y. Це справджується, тому що
4y−x < y⇔ x−3y > 0, а оскiльки x−y > 0, то остання умова рiвносильна (x−y)(x−3y) > 0
⇔ x2 +3y2−4xy > 0⇔ 2(y2−1) > 0. Отже, пiсля декiлькох крокiв ми одержимо розв’язок
(x1, y1) з y1 = 1. При цьому x2

1 + y2
1 − 4x1y1 + 2 = 0 ⇒ (x1 − 2)2 = 1, а оскiльки x1 >

y1 = 1, то x1 = 3. Залишилось зауважити, що перетворення, яке розглядалося в цьому
абзацi, є оберненим до того, яке розглядалося в попередньому. Тому будь-який розв’язок
(x, y), де x > y, можна отримати з розв’язку (3, 1) (а отже, i з (1, 1)) шляхом повторень
перетворення, описаного в попередньому абзацi. Аналогiчно отримуються й розв’язки, в
яких x < y.

6. Знайти всi пари простих чисел (p, q), для яких pq|(5p + 5q).
Вiдповiдь: (2, 3), (3, 2), (2, 5), (5, 2), (5, 5), (5, 313), (313, 5).
Розв’язання. Якщо 2|pq, то без обмеження загальностi покладемо p = 2 та треба,

щоб виконувалась умова: q|(5q + 25). З теореми Ферма q|(5q − 5) ⇒ q|30, далi простим
перебором знаходимо розв’язки: (2, 3) та (2, 5).

Якщо 5|pq, то знову покладемо p = 5 i будемо мати, що q|(5q + 55), знову з теореми
Ферма q|(5q−5)⇒ q|3130, i знову пiдбираємо розв’язки: (5, 5) та (5, 313) (i (5, 2), який уже
було знайдено).

Далi вважаємо, що pq|(5p−1 +5q−1), тому (5p−1 +5q−1) ≡ 0 (mod p), за теоремою Ферма
5p−1 ≡ 1 (mod p), тобто 5q−1 ≡ −1 (mod p). Позначимо p−1 = 2k(2r−1) та q−1 = 2l(2s−1),
де k, l, r, s – натуральнi числа.

Якщо k ≤ l ⇒ 1 = 12l−k(2s−1) ≡ (5p−1)
2l−k(2s−1)

= 52l(2r−1)(2s−1) = (5q−1)
2r−1 ≡ (−1)2r−1 ≡

−1 (mod p), що суперечить умовi p 6= 2, тому k > l, що так само суперечить умовi вибору
p, q, якi є абсолютно рiвноправними. Таким чином, (з урахуванням симетричностi) всi
розв’язки знайденi.

7. Назвемо пiвплощиною множину точок на площинi, якi розташованi по один бiк вiд
деякої прямої, не враховуючи точок самої прямої. На площинi задана множина S з n точок,
жоднi три з яких не лежать на однiй прямiй. Скiльки пiдмножин з S можна одержати як
перетин множини S та деякої пiвплощини?

Вiдповiдь: n2 − n+ 2.
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Розв’язання. Зафiксуємо декартову систему координат XOY . Тодi пiдмножина T ⊂
S задовольняє умови тодi i тiльки тодi, коли iснує лiнiйна функцiя f(x, y) вiд двох змiнних
x, y така, що f(P ) > 0, P ∈ T i f(P ) < 0, P ∈ S \ T . Якщо f задовольняє цi умови, то
будемо казати, що f вiдрiзає пiдмножину T вiд множини S.

Доведення наведеної вiдповiдi проведемо ММI, для n = 1 – очевидно. Нехай твердже-
ння справджується ∀k ≤ n−1. Тепер покажемо, що воно справджується для k = n. Нехай
S = {P1, P2, . . . , Pn}, позначимо через X(S) сукупнiсть усiх таких пiдмножин T ⊂ S, якi
задовольняють умову задачi. Позначимо множину S ′ = S \ {Pn} та аналогiчно визначимо
сукупнiсть X(S ′). Розглянемо таке вiдображення: F : X(S)→ X(S ′), яке визначається та-
ким чином: F (T ) = T ∩ S ′, T ∈ X(S). Очевидно, що F−1(T ) ⊂ {T, T ∪ {Pn}} ∀T ∈ X(S ′).
Нехай T ∈ X(S ′) i f(x, y) – лiнiйна функцiя, яка вiдрiзає T вiд S ′. Якщо f(Pn) ≥ 0, то
для будь-якого достатньо малого ε > 0 функцiя f(x, y) + ε вiдрiзає T ∪ {Pn} вiд S. Тому
T ∪ {Pn} ∈ X(S); якщо f(Pn) ≤ 0, то функцiя f(x, y) − ε для достатньо малого ε > 0
буде вiдрiзати T вiд S, тому T ∈ X(S). Таким чином, вiдображення сюр’єктивне, а та-
кож ∀T ∈ X(S ′) ми маємо, що F−1(T ) мiстить один або два елементи. Для продовження
доведення треба довести лему.

Лема. Для T ∈ X(S ′) такi двi умови еквiвалентнi:
1) Iснує лiнiйна функцiя f(x, y), яка вiдрiзає T вiд S ′ i для якої f(Pn) = 0.
2) f−1(T ) мiстить два елементи.
Доведення. Умова 2) означає, що f−1(T ) = {T, T ∪ {Pn}}. Умова 1) означає, що для

достатньо малого ε > 0 функцiя f(x, y)± ε вiдрiзає вiд S вiдповiдно T ∪ {Pn} та T . Тобто,
множини T ∪ {Pn} та T належать X(S), i умова 2) виконана.

Якщо умова 2) виконується, то f(x, y) та g(x, y) вiдрiзають вiдповiдно T та T ∪ {Pn}
вiд S. Покладемо λ = −f(Pn)

g(Pn)
. Тодi лiнiйна функцiя f + λg приймає значення 0 у точцi Pn

та вiдрiзає T вiд S ′, оскiльки λ > 0. Тобто, умова 1) виконана.
Лема доведена.
Продовжимо розв’язання задачi. Оскiльки F сюр’єктивна, то з леми маємо, що число

|X(S) − x(S ′)| спiвпадає з числом множин T , якi визначаються умовою 1 леми. Будемо
вважати, що в усiх точок абсциси рiзнi, iнакше просто достатньо трохи повернути систему
координат. Нехай a – число, що вiдмiнне вiд абсциси точки Pn. Тодi ∀Pi ∈ S ′ позначимо
точки (a, yi) як точки перетину прямих x = a та PnPi. З умови загального положення
точок, усi числа y1, y2, . . . , yn−1 рiзнi. Ми також бачимо, що множина T , яка задовольняє
умову 1) леми, рiвносильна твердженню, що T = {Pi ∈ S ′|h(yi) > 0} для деякої лiнiйної
функцiї h(y) вiд однiєї змiнної (уявiть, що вздовж прямої x = a «бiгає» точка y, а з нею
пiвплощина, що обмежується прямою, яка проходить через точки Pn та (a, y)). Загальна
кiлькiсть таких пiдмножин складає 2(n−1). Таким чином, за припущенням iндукцiї маємо:
|X(S)| = |X(S ′)|+ 2(n− 1) = (n− 1)2− (n− 1) + 2 + 2(n− 1) = n2− n+ 2, що й треба було
довести.

8. У групi 30 студентiв, кожному з них подобається рiвно k iнших студентiв з цiєї
групи. При цьому якщо студенту А подобається студент Б, то студенту Б не обов’язково
подобається студент А. Знайдiть найменше k, при якому можна стверджувати, що в цiй
групi обов’язково є двоє, якi подобаються одне одному.

Вiдповiдь: k = 15.
Розв’язання. Покажемо спочатку, що при менших k можлива ситуацiя, при якiй не-

має взаємно знайомої пари. Перенумеруємо студентiв числами вiд 0 до 29 i будемо вважати,
що кожному студенту з номером n подобаються усi студенти з номерами n+1, n+2, . . . , n+k
за модулем 30. Тодi потрiбної пари не утворюється.

При k = 15 розглянемо вподобання на орiєнтованому графi, в якому студенти – верши-
ни, а вподобання – ребра (тобто стрiлки з однiєї вершину в iншу). Ми розставимо в графi
рiвно 30 · 15 = 450 стрiлок, серед них пари стрiлок мiж двома вершинами, що йдуть в
обидва боки, вiдповiдають парам студентiв, якi подобаються одне одному. Всього пар вер-
шин у графi є C2

30 = 435 < 450, тобто принаймнi декiлька пар вершин з’єднанi стрiлками
в обох напрямах, що й означає наявнiсть пар студентiв, якi подобаються одне одному.
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Математичний бiй № 3
Старша лiга

Група Б
Умови та розв’язки

1. Задача № 1 старша лiга група "А"

2. Знайти всi функцiї f : Z→ Z, якi для довiльних цiлих m та n задовольняють умову:

f(m+ n) + f(mn− 1) = f(m)f(n) + 2.

Вiдповiдь: f(n) = n2 + 1.
Розв’язання. Спочатку покажемо, що функцiя вiдмiнна вiд сталої. Якщо припусти-

ти, що ∀n ∈ Z f(n) = c, то 2c = c2 + 2 – не має розв’язкiв.
Покладемо m = 0 ⇒ f(n) + f(−1) = f(n)f(0) + 2 ⇒ f(n)(1 − f(0)) – стала величина.

З попереднього абзацу випливає, що f(0) = 1, з того ж самого спiввiдношення f(−1) = 2.
Покладемо m = n = −1 ⇒ f(−2) + f(0) = (f(−1))2 + 2 ⇒ f(−2) = 5.
Покладемо , m = 1, n = −1 ⇒ f(0) + f(−2) = f(1)f(−1) + 2 ⇒ f(1) = 2.
Покладемо m = 1 ⇒ f(n + 1) + f(n − 1) = f(1)f(n) + 2, а це рiвносильне f(n + 1) =

2f(n) + 2 − f(n − 1). Якщо припустити для ММI, що f(n) = n2 + 1, то iндукцiєю для
натуральних n доводимо цю рiвнiсть. Скориставшись тим, що f(n−1) = 2f(n)+2−f(n+1),
можна аналогiчно довести твердження для вiд’ємних цiлих n. Залишилось переконатися,
що функцiя f(n) = n2 + 1 справдi задовольняє умову.

3. Задача № 3 старша лiга група "А"

4. Задача № 4 старша лiга група "А"

5. Нехай f(x) = cnx
n + . . . + c1x + c0 — многочлен з цiлими ненульовими

коефiцiєнтами. Визначимо послiдовнiсть (an) таким чином: a1 = 0, an+1 =
f(an) для всiх натуральних n. Довести, що a2010 6= 0.
Розв’язання. Спочатку покажемо, що для будь-яких натуральних i < j

(aj+1−aj) = k(ai+1−ai), де k – цiле. За принципом ММI достатньо довести,
що виконується така умова: (ai+2− ai+1 = k(ai+1− ai). Якщо ai+1− ai = 0,
то все очевидне. Iнакше,

ai+2− ai+1 = f(ai+1)− f(ai) = cn(an
i+1− an

i ) + . . . c1(ai+1− ai) = k(ai+1− ai),

що й треба було довести.

Якщо припустити, що a2010 = 0, то a2 − a1 = f(0) =
a2011 − a2010. Виходячи з попереднього, ми бачимо, що
f(0) = a2011 − a2010 = k(a2 − a1) = kf(0), тобто k = 1,
i кожна з рiзниць a2 − a1, a3 − a2, . . . , a2010 − a2009 до-
рiвнює ±f(0). Сума всiх цих чисел дорiвнює a2010 − a1,
але кiлькiсть доданкiв непарна i f(0) = c0 6= 0, тому
a2010 = a2010 − a1 6= 0. Одержана суперечнiсть завершує
доведення.

6. Задача № 6 старша лiга група "А"

7. Для яких натуральних n на площинi iснує множина S iз n точок, яка має таку
властивiсть: для будь-якої точки A з множини S iснує принаймнi три точки з цiєї ж
множини на вiдстанi 1 вiд точки A?

Вiдповiдь: n ≥ 6.
Розв’язання. Спочатку покажемо, що для будь-яких натуральних n ≥ 6 така мно-

жина точок iснує. Для цього наведемо приклад таких множин для n = 6, 7, 8 (рис. 12, 13
та 14).
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А тепер покажемо, як будується така множина для усiх iнших n ≥ 9. Як складовою
частиною кожної з попереднiх множин є правильний трикутник зi стороною 1, а далi
достатньо цей трикутник просто зсунути на вiдстань 1 у будь-якому напрямi, який не
сумiщає жодну з нових трьох точок з жодною з уже iснуючих. Зрозумiло, що вказана кон-
струкцiя задовольняє умову для n+ 3 точок i мiстить правильний трикутник зi стороною
1, якщо перед цим конструкцiя для n точок задовольняла умову. Дiйсно, кожна з нових
трьох точок має двi точки на вiдстанi 1 у новому трикутнику, а також ще одну точку
зi старих, що належить тому трикутнику, який був зсунутий. Дуже наочно цей механiзм
показаний на рис. 12.

Тепер розглянемо випадок менших n. Для n = 4 вiдстань мiж кожною парою точок
має бути одиничною. Для трьох точок будуємо правильний трикутник зi стороною 1, а от
четверту точку побудувати з виконанням потрiбної умови вже, очевидно, не можна.
Для n = 5 припустимо, що потрiбна конструкцiя iснує. Роз-
глянемо граф, у якому точки є вершинами, а ребрами є тiль-
ки тi вiдрiзки, що мають довжину 1. Кожна вершина за умо-
вою повинна мати степiнь, не менший за 3. Маємо граф з
непарною кiлькiстю вершин, який повинен мати вершину з
парною кiлькiстю ребер, тому степiнь якоїсь вершини пови-
нен дорiвнювати 4. Позначимо точку, що вiдповiдає цiй вер-
шинi, як O. Решта чотири точки повиннi бути розташованi
на одиничному колi з центром у точцi O. Але легко збагну-
ти, що розташувати точки в такий спосiб, щоб виконувалась
умова задачi, неможливо.

8. Задача № 8 старша лiга група "А"

Математичний бiй № 3
Старша лiга

Група В
Умови та розв’язки

1. Для невiд’ємних чисел x, y довести нерiвнiсть

(x+ y3)(x3 + y) > 4x2y2.

Коли досягатиметься рiвнiсть?
Вiдповiдь: Рiвнiсть досягатиметься при x = y = 0 або x = y = 1.
Розв’язання. За нерiвнiстю Кошi x+ y3 > 2

√
xy3 i x3 + y > 2

√
x3y. Перемноживши

цi двi нерiвностi, одержимо дану. Очевидно, що рiвнiсть буде лише у випадку, коли x = y3

i x3 = y (або x+ y3 = 0 чи x3 + y = 0). Звiдси одержуємо, що x = y = 0 або x = y = 1.

2. Задача № 2 старша лiга група "Б"

3. Задача № 3 старша лiга група "А"

4. У квадратi ABCD на сторонi AB вибрана точка H таким
чином, що AB ·BH = AH2. Точки E та X є серединами вiд-
рiзкiв AD та AH вiдповiдно. Нехай точка Y — основа перпен-
дикуляра, що опущений з точки X на вiдрiзок BE. Доведiть,
що XY = XH.
Розв’язання. Позначимо сторони квадрата через 2a, вiд-
рiзок AH = x, тодi умови задачi можемо записати таким
чином:

x2 = 2a(2a− x).

З теореми Пiфагора BE2 = 5a2, з подiбностi трикутникiв BYX та BAE маємо: BE
EA

=
BX
XY

. Звiдси маємо, що
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XY 2 =
EA2 ·BX2

BE2
=
BX2

5
=

1

5

(
2a− x

2

)2

=
1

5

(
4a2 − 2ax+

x2

4

)
=

=
1

5

(
2a(2a− x) +

x2

4

)
=

1

5

(
x2 +

x2

4

)
=
x2

4
= XH2,

що й треба було довести.

5. Задача № 5 старша лiга група "Б"

6. Довести, що iснує нескiнченна кiлькiсть натуральних чисел n, для яких обидва коренi
квадратного рiвняння x2 + (2− 3n2)x+ (n2 − 1)2 = 0 є повними квадратами.

Розв’язання. Якщо a2 та b2 – коренi цього рiвняння, a ≥ 0, b ≥ 0, то вони задо-
вольняють такi умови: a2 + b2 = 3n2 − 2 та a2b2 = (n2 − 1)2 ⇒ ab = n2 − 1. Якщо тепер
звiльнитись вiд n2, маємо: ab+ 1 = (a− b)2. Таким чином, якщо a, b задовольняють остан-
ню умову i a 6= b, то одержимо n2 = ab + 1 = (a − b)2 i n = |a − b|, яке задовольняє
умову. Рiзним (невпорядкованим) парам (a, b) при цьому вiдповiдають рiзнi значення n,
бо iнакше вийшло б, що одне й те саме квадратне рiвняння має двi рiзнi пари розв’язкiв.
Залишається показати, що рiвняння ab+ 1 = (a− b)2 має нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв
у цiлих невiд’ємних числах. Це зробити легко. (3, 1) – розв’язок; якщо (a1, b1) – розв’язок,
a1 > b1, тодi пара (a2, b2) = (3a1− b1, a1) – також розв’язок, 3a1− b1 > a1, а сума компонент
зросла: (3a1−b1)+a1 > a1+b1. Отже, не iснує розв’язку з максимальною сумою компонент,
а значить, розв’язкiв нескiнченна кiлькiсть.

7. Задача № 7 старша лiга група "Б"

8. На шаховiй дошцi (8 × 8) розташовано декiлька фiшок, у кожнiй клiтинцi стоїть
одна фiшка або не стоїть жодної. За один хiд одна з фiшок зсовується на сусiдню вздовж
сторони клiтину, якщо на тiй немає фiшки. Пiсля декiлькох ходiв виявилось, що кожна
фiшка побувала на кожному полi шахової дошки рiвно по одному разу та повернулася на
своє початкове поле. Доведiть, що був момент, коли жодна фiшка не стояла на своєму
початковому полi.

Розв’язання. Розглянемо момент, коли перша з фiшок повертається у свою поча-
ткову клiтину. Тодi за хiд до цього моменту i є ситуацiя, коли кожна з фiшок не стоїть
на своїй позицiї. Дiйсно, на кожне поле фiшка попадає рiвно 1 раз, але перед повернен-
ням у своє початкове поле перша фiшка побувала на усiх полях, тобто кожна фiшка вже
покинула своє початкове поле. Це й завершує доведення твердження.

Залишилося зауважити, що умова задачi несуперечлива. Наприклад, на дошцi могли
стояти двi фiшки одна бiля одної та ходити по черзi: друга фiшка ходить за першою i
обидвi йдуть уздовж «траєкторiї», яка проходить через кожне поле один раз та в якiй
початковi поля, на яких стояли фiшки, йдуть поспiль.

Математичний бiй № 3
Середня лiга

Група А
Умови та розв’язки

1. Задача № 1 старша лiга група "В"

2. Задача № 2 старша лiга група "А"

3. В опуклому п’ятикутнику ABCDE всi сторони рiвнi, а ∠BCD = 2∠ACE. Знайдiть
величину кута ACE.

Вiдповiдь: 30◦.
Розв’язання. Побудуємо трикутник CDF рiвний трикутнику ABC як це показано

на рис. 15. Тодi ∠ACE = ∠FCE. Оскiльки AC = CF , то у рiвнобедреному4ACF вiдрiзок
CE – бiсектриса, а тому також висота й медiана, тобто4AEF також рiвнобедрений, звiдки
EF = AE = AB = BC = CD = DF = DE, тобто трикутник EDF – рiвностороннiй.
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Таким чином ∠EDF = 60◦. Якщо розглянути коло з
центром у точцi D i радiусом DE, то за побудовою
на цьому колi будуть лежати точки C,E, F . Звiдси

∠ACE = ∠FCE =
1

2
∠EDF = 30◦.

4. Задача № 4 старша лiга група "А"

5. Задача № 5 старша лiга група "А"

6. Задача № 6 старша лiга група "А"

7. Задача № 7 старша лiга група "Б"

8. Задача № 8 старша лiга група "В"

Математичний бiй № 3
Середня лiга

Група Б
Умови та розв’язки

1. Задача № 1 старша лiга група "В"

2. Знайдiть усi натуральнi значення n, при яких число n8 + n+ 1 є простим.
Вiдповiдь: n = 1.
Розв’язання. Якщо подiлити у стовпчик n8+n+1 на n2+n+1, то одержимо рiвнiсть:

n8 + n+ 1 = (n2 + n+ 1)(n6 − n5 + n3 − n2 + 1),

з якої випливає, що у цього виразу є принаймнi два дiльники. Дуже просто переконатись,
що при n > 1 вони обидва бiльшi вiд 1, тому це число не може бути простим. При n = 1
вираз дорiвнює 3 – просте число.

3. Задача № 3 середня лiга група "А"

4. Задача № 4 старша лiга група "В"

5. Задача № 5 старша лiга група "Б"

6. Для яких натуральних n вираз 2n − n2 дiлиться на 7?
Вiдповiдь: Для усiх n, якi при дiленнi на 21 дають остачу 2, 4, 5, 6, 10 або 15.
Розв’язання. Остачi при дiленнi 2n на 7 мають цикл 3, а остачi числа n2 мають цикл

7, тому треба усi натуральнi числа розглянути за модулем 21. Дiйсно:

2n+21 − (n+ 21)2 ≡ 2n · 87 − (441 + 42n+ n2) ≡ 2n − n2 (mod 7).

Далi просто перебираємо першi 21 натуральне число i знаходимо, що коли n ≡ m (mod 21),
де m ∈ {2, 4, 5, 6, 10, 15}, вираз дiлиться на 7, при iнших – нi.

7. Задача № 7 старша лiга група "Б"

8. Задача № 8 старша лiга група "В"

Математичний бiй № 3
Молодша лiга

Група А
Умови та розв’язки

1. Вiдомо, що для деяких дiйсних a, b, c виконуються рiвностi: a + b + c = 11 та 1
a+b

+
1

b+c
+ 1

c+a
= 19

40
. Знайдiть значення виразу c

a+b
+ a

b+c
+ b

c+a
.
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Вiдповiдь: 89
40
.

Розв’язання. Перемножимо заданi два вирази:

a+ b+ c

a+ b
+
a+ b+ c

b+ c
+
a+ b+ c

c+ a
=

209

40
.

Звiдси ми маємо

1 +
c

a+ b
+ 1 +

a

b+ c
+ 1 +

b

c+ a
=

209

40
,

c

a+ b
+

a

b+ c
+

b

c+ a
=

89

40
.

Зауважимо, що числа, якi задовольняють умову, iснують. Наприклад, це трiйка a =
1, b = 3, c = 7.

2. Задача № 2 середня лiга група "Б"

3. У гострокутному трикутнику ABC провели висоту AH, медiану BM та бiсектрису
CK, якi попарно перетинаються в трьох рiзних точках L,N, P . Доведiть, що 4LNP не
може бути рiвностороннiм.
Розв’язання. Нехай AH та BM перетинаються в
точцi N , BM та CK – в точцi P , а CK та AH – у
точцi L. Можливi два розташування: точка L лежить
мiж точками A та N (рис.) або точка N лежить мiж
точками A та L.
Доведемо твердження задачi методом вiд супротив-
ного. Припустимо, що 4LNP є правильним. Тодi
маємо такi кути: ∠BNH = ∠ANM = ∠HLC =
∠KLA = ∠MPC = ∠BPK = 60◦.
Розглянемо розташування, при якому очка L лежить
мiж точками A та N . ∠HNP = ∠NPC = 120◦,
∠NHC = 90◦, тому з чотирикутника HNPC має-
мо, що ∠HCP = 30◦, оскiльки CK – бiсектриса, то
∠PCM = 30◦. Тому ∠CMB = 90◦. Звiдси випливає,
що BM – висота, а одночасно й медiана, тому4ABC
– рiвнобедрений, у якому один з кутiв 60◦, а тому
всi три кути мають дорiвнювати по 60◦, тобто цей
трикутник правильний, а тому усi три точки L,N, P
збiгаються. Отже, таке розташування неможливе.
Нехай тепер точка N лежить мiж точками A та
L. Тодi з 4HLC маємо, що ∠HCL = 30◦. Тодi й
∠KCA = 30◦, бо CK – бiсектриса. Тодi з 4CPM
∠CMP = ∠CMB = 90◦. Далi з тих самих мiркувань,
що в попередньому абзацi, отримуємо, що й таке роз-
ташування неможливе.
Одержали суперечнiсть.
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4. Опуклий чотирикутник ABCD вписаний у
коло. З точки E, яка є серединою сторони BC,
проведено перпендикуляр до прямої BC, який
перетинає пряму AB в точцi X, та перпендику-
ляр до прямої AD, який перетинає пряму CD
в точцi Y . Вiдомо, що точки B, A, X i точки
C, D, Y лежать на прямих AB та CD саме в
такому порядку, а X 6= Y . Доведiть, що прямi
CD та XY перпендикулярнi.
Розв’язання. З того, що ABCD вписаний,

випливає, що ∠CBA = ∠Y DA = β. Оскiльки
XE – висота i медiана, то вона й бiсектриса,
тому ∠EXB = ∠EXC = α. Тодi з прямокутно-
го 4BEX випливає, що α + β = 90◦. Оскiль-
ки ∠DY E + ∠Y DA = ∠DY E + β = 90◦, то
∠DY E = α, тому чотирикутник XY CE (або,
при iншому розташуваннi точок, Y XCE) – впи-
саний. Звiдси ∠CYX + ∠CEX = 180◦ (або
∠CYX = ∠CEX), тому ∠CYX = 90◦, що й
треба було довести.

5. Знайти всi простi числа p, q, r, для яких справджується рiвнiсть:

p+ q = (p− q)r.

Вiдповiдь: p = 5, q = 3, r = 3.
Розв’язання. Спочатку розглянемо випадок r = 2.
p + q = p2 − 2pq + q2, очевидно, що випадок p = q умови не задовольняє. Iнакше

p2−p = q+2pq−q2 звiдки випливає, що p(p−1) кратне q, оскiльки це простi числа, маємо,

що (p−1)
...q, оскiльки остання рiвнiсть симетрична для p, q так само повинно виконуватись

(q − 1)
...p, звiдки приходимо до суперечностi.

При r ≥ 3 – це число непарне, тому справа пiднесення до непарного степеня, звiдки
повинна виконуватись умова p > q. Тодi (p + q)

...(p − q) ⇒ (p + q) − (p − q) = 2q
...(p − q).

Оскiльки число q – просте, то число 2q може мати лише такi дiльники: 1, 2, q, 2q. Таким
чином, можливi 4 випадки:

1) p− q = 1 ⇒ p+ q = 1 – суперечнiсть.
2) p− q = q ⇒ p = 2q – суперечнiсть, бо p – просте.
3) p− q = 2q ⇒ p = 3q – суперечнiсть.
4) p− q = 2 ⇒ p = q + 2, маємо рiвняння (q + 2) + q = 2r ⇒ q + 1 = 2r−1, оскiльки r –

непарне, то r − 1 = 2l ⇒ q = 22l − 1 = 4l − 1
...3 ⇒ q = 3, p = 5, l = 1, r = 3.

Пiдставивши, отримаємо, що трiйка p = 5, q = 3, r = 3 справдi задовольняє умову.

6. Задача № 6 середня лiга група "Б"

7. Чи можна розташувати на площинi 7 точок так,
щоб вони мали властивiсть: якщо з цих семи точок
вибрати довiльнi три, то принаймнi двi з них будуть
на вiдстанi 1 одна вiд iншої?
Вiдповiдь: Так.
Розв’язання. Достатньо розмiстити точки, як це

показано на рисунку. Спочатку будуємо ромб ABDC,
який складається з двох правильних трикутникiв зi
стороною 1, а далi додаємо його копiю, повернуту вiд-
носно точки A на такий кут, щоб FD = 1.

8. Задача № 8 старша лiга група "В"
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Математичний бiй № 3
Молодша лiга

Група Б
Умови та розв’язки

1. Задача № 1 молодша лiга група "А"

2. Додатнi числа a ≤ b ≤ c задовольняють умови: abc = 1 та a + b + c = 1
a

+ 1
b

+ 1
c
.

Знайдiть значення b.
Вiдповiдь: b = 1.
Розв’язання. З другої рiвностi одержимо, що a+b+c = ab+bc+ca, а тепер розглянемо

такий вираз:

(a− 1)(b− 1)(c− 1) = abc− (ab+ bc+ ca) + (a+ b+ c)− 1 = 0.

Таким чином, принаймнi одне iз значень a, b або c дорiвнює 1.
Але тодi це обов’язково середнє значення. Бо якщо 1 = a <
b ≤ c, то abc > 1 – суперечнiсть, так само до суперечностi при-
зводить iнша можливiсть: a ≤ b < c = 1, звiдки й маємо, що
b = 1.

3. Задача № 3 молодша лiга група "А"

4. Чи можна нарисувати зiрку ABCDEFGHIK (див. рис.17)
таким чином, щоби справджувалися умови:

AB < BC,CD < DE,EF < FG,GH < HI, IK < KA?

Вiдповiдь: Не можна.
Розв’язання. Нехай таку зiрку можливо побудувати. Зробимо це. Тепер послiдовно

будемо використовувати рiвнiсть вертикальних кутiв та той факт, що проти бiльшого кута
у трикутнику лежить бiльша сторона. Таким чином, маємо:

∠KAI = ∠BAC > ∠BCA = ∠DCE,

∠BCA = ∠DCE > ∠DEC = ∠FEG,

∠DEC = ∠FEG > ∠EGF = ∠HGI,

∠EGF = ∠HGI > ∠HIG = ∠KIA,

∠HIG = ∠KIA > ∠KAI = ∠BAC.
Цей ланцюг вказує на суперечнiсть.

5. Задача № 5 молодша лiга група "А"

6. Задача № 6 середня лiга група "Б"

7. Задача № 7 молодша лiга група "А"

8. У селi 6 хат, мiж якими є маленькi дорiжки, як це по-
казано на рисунку. По кожнiй з цих дорiжок дозволено
рухатись лише в одному напрямi. Чи можна так установи-
ти напрямок руху по дорiжках, щоб iз будь-якої хати до
будь-якої iншої хати можна було дiстатись, пройшовши у
заданому напрямi не бiльше нiж по двох дорiжках?
Вiдповiдь: Можна.
Розв’язання. Можливий спосiб показано на рис. 9.


