8-Й КИЇВСЬКИЙ ТУРНІР МАТЕМАТИЧНИХ БОЇВ 

ІМЕНІ ЛЕСІ РУБЛЬОВОЇ

Усна командна олімпіада
Молодша ліга 

1. (01) Відомо, що число n має дві властивості:

· добуток усіх цифр числа є непарним;
· сума квадратів усіх цифр n — парна.

Доведіть, що число n не може мати 2011 цифр.
2. (02) Чи можна розташувати на площині 8 відрізків таким чином, щоб кожен із них перетинався рівно з трьома іншими?
3. (03) На військовій базі, яка має форму правильного трикутника зі стороною 10 км, кожному із 17 солдатів дали портативну рацію, радіус дії якої 2500 м. Доведіть, що у будь-який момент часу які-небудь два солдати можуть зв’язатися за допомогою рації.
4. (04) Знайдіть найменше натуральне число N, яке в разі ділення на числа 2, 3, 4, 5, 6 та 7 дає попарно різні ненульові остачі.
5. (05) Показати, що якщо кожне з чисел p, 
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 просте, то число 
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 — складене.
6. (06) У турнірі з фізматболу взяли участь 17 команд, причому кожна команда зіграла з кожною іншою рівно один раз. Чи могло трапитись так, що по завершенні турніру кожна команда виграла стільки ж матчів, скільки звела внічию?
7. (07) Задано прямокутник 
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 з центром у точці 
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 та кутом 
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 перетинає сторону 
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 в точці S. Прямі 
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 та 
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 перетинаються в точці L, а прямі 
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 та 
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 — в точці M. Доведіть, що 
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8. (08) На прямій розташовані 4n точок, серед яких 2n пофарбовані в жовтий колір, а інші 2n — у блакитний. Доведіть, що серед них можна вибрати 2n послідовних точок, рівно n з яких жовті і рівно n — блакитні.

Середня ліга 

1. Задача № 5 (05) молодша ліга.
2. Задача № 2 (02) молодша ліга.
3. (09) Знайдіть усі значення параметра c, для яких рівняння 
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 має два різних корені 
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, які разом із числом c утворюють у деякому порядку арифметичну прогресію, тобто середнє арифметичне двох із цих чисел дорівнює третьому числу.
4. Задача № 7 (07) молодша ліга.
5. Задача № 8 (08) молодша ліга.
6. (10) Для довільного дійсного числа 
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 доведіть нерівність:
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7. (11) Знайти всі пари 
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 натуральних чисел, для яких 
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8. (12) На сторонах AB й AC трикутника ABC взяли відповідно точки K та M, а всередині нього позначили точку 
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. Виявилось, що навколо чотирикутників AKLM та KBCM можна описати кола, причому ці кола мають однакові радіуси. Якими можуть бути кути трикутника ABC?
Старша ліга 

1. Задача № 5 (05) молодша ліга.
2. (13) Розв’яжіть систему рівнянь:
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3. Задача № 8 (08) молодша ліга.
4. (14) Для прямокутного трикутника із катетами a, b та гіпотенузою c доведіть нерівність:
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Якими мають бути гострі кути трикутника, щоб досягалася рівність?
5. Задача № 7 (11) середня ліга.
6. (15) Нехай 
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 і функція 
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 задовольняє для довільних дійсних чисел 
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 таку умову:

[image: image30.wmf]1212

()()().

fxfxafxx

+³+


Доведіть, що 
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 справджується нерівність:
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7. (16) Петрик кілька разів підкидає дві гральні кості та після кожного підкидання записує на дошці сумарну кількість очок, які випали на кісточках (на кожній кості може випасти довільне число від 1 до 6). Після якої найменшої кількості підкидань Петрик гарантовано зможе вибрати кілька чисел із тих, що записані на дошці, так, щоб їхній добуток давав остачу 1 від ділення на 13? При цьому кожне число можна використати в добутку щонайбільше стільки, скільки разів воно записане на дошці.
8. Задача № 8 (12) середня ліга.
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