
Òåîðåìà Åéëåðà

Äàâàéòå áîðîòèñÿ çà òå, ùîá óñïi-

øíiñòü êîæíîãî øêîëÿðà áóëà

âèùîþ çà ñåðåäíþ!

”
×èòàéòå Åéëåðà, ÷èòàéòå Åéëå-

ðà, öå íàø ñïiëüíèé ó÷èòåëü.“

Ëàïëàñ

Òåîðåìà Åéëåðà. ßêùî (a,m) = 1, òî aϕ(m) ≡ 1 (mod m).
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×îìó îñòàííÿ ôîðìóëà ïðàâèëüíà? Â ïîïåðåäíié äîìàøíié âè âæå ìàëè

íàâ÷èòèñÿ äîâîäèòè, ùî ϕ(p) = p− 1, ϕ(pα) = pα−1(p− 1). Îñêiëüêè

p - ïðîñòå, òî öå ìà¹ áóòè äiéñíî ïðîñòî. Òàê i ¹. Òðîõè ñêëàäíiøå

çðîçóìiòè, ÷îìó äëÿ âçà¹ìíî ïðîñòèõ m i n âèêîíó¹òüñÿ ϕ(mn) =

ϕ(m)ϕ(n).

Òåïåð ÷îìó òåîðåìà Åéëåðà ïðàâèëüíà? Äîâåäåìî ¨¨ çà àíàëîãi¹þ äî

òåîðåìè Ôåðìà. Ðîçãëÿíåìî óñi îñòà÷i çà ìîäóëåìm, ùî âçà¹ìíî ïðîñòi

ç m. Ñêiëüêè ¨õ áóäå? Ïðàâèëüíî. Íàçâåìî öi ÷èñëà m1,m2, . . . ,mϕ(m).

Äàëi âiçüìåìî îòå a, ùî âçà¹ìíî ïðîñòå ç m, i ðîçãëÿíåìî ÷èñëà

m1a,m2a, . . . ,mϕ(m)a.

Óñi âîíè ïðîäîâæóþòü áóòè âçà¹ìíî ïðîñòèìè ç m i óñi äàþòü ðiçíi

îñòà÷i çà ìîäóëåì m. ×îìó? Íó, äàëi, äóìàþ, ÿñíî.

1. Äîâåñòè, ùî 780 − 340 äiëèòüñÿ íà 100.

2. ×è iñíó¹ òàêå n ∈ N, ùî 3n ìàòèìå ó ñâî¹ìó çàïèñi ïðèíàéìíi

2012 íóëiâ? (Íîâèé ïîãëÿä íà âiäîìó çàäà÷ó).

3. Äîâåñòè, ùî, ÿêùî n � íåïàðíå, òî n | 2n! − 1.

4. Äîâåñòè, ùî äëÿ óñiõ k ∈ N iñíó¹ n ∈ N òàêå, ùî 2n − 1 ìà¹

ïðèíàéìíi k ïðîñòèõ äiëüíèêiâ.

5. Äîâåñòè, ùî äëÿ óñiõ n ∈ N ÷èñëî 19 · 8n + 17 íå ¹ ïðîñòèì. (ß

òåæ íå çíàþ, äî ÷îãî òóò òåîðåìà Åéëåðà).



6. p > 5 � ïðîñòå. Âiäîìî, ùî p | a4+a3+a2+a+ 1. Äîâåñòè, ùî

5 | p− 1.

7. ×è áóäå ïðîñòèì ÷èñëî 2571092 + 1092?

8. Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ïðîñòîãî p iñíó¹ íåñêií÷åííà êiëü-

êiñòü ÷èñåë âèäó 2n − n, ùî äiëÿòüñÿ íà p.

9. Äîâåñòè, ùî ÿêùî n � íåïàðíå, òî n!! | 2n!−1. ( n!! = n ·(n−2) ·
(n−4)·. . . ). (Öå âæå áóäå òðîõè ñêëàäíiøå, íiæ çàäà÷à �3.)

10. Äîâåñòè, ùî, ÿêùî n > 2, òî n - 2n − 1 (n íå äiëèòü 2n − 1).

À òåïåð íàéöiêàâiøå: íàñòóïíà çàäà÷à òåæ ìà¹ âiäíîøåííÿ

äî òåîðåìè Åéëåðà.

11. Ó êâàäðàòi âiäìiòèëè 20 òî÷îê i âiäðiçêàìè, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ,

ç'¹äíàëè ¨õ ìiæ ñîáîþ i ç âåðøèíàìè êâàäðàòà òàê, ùî êâàäðàò

ðîçáèâñÿ íà òðèêóòíèêè. Ñêiëüêè âèéøëî òðèêóòíèêiâ?

ß âèðiøèâ, ùî íà 2 òèæíi öüîãî âàì áóäå çàìàëî, òîìó äîäàþ ùå òðîõè

çàäà÷. I öi çàäà÷i óæå òî÷íî íi â êîãî íå ìàþòü âèêëèêàòè òðóäíîùiâ.

1. Äîâåñòè, ùî 11n+2 + 122n+1 äiëèòüñÿ íà 133.

2. Çíàéäiòü óñi íàòóðàëüíi n, äëÿ ÿêèõ n2n + 1 äiëèòüñÿ íà 3.

3. Âçÿëè 100 ÷èñåë. Ñåðåä ¨õíiõ óñiõ ìîæëèâèõ äîáóòêiâ ïî äâà ÷è-

ñëà âèÿâèëîñÿ 1000 âiä'¹ìíèõ. Ñêiëüêè ñåðåä öèõ ÷èñåë áóëî íó-

ëiâ?

4. Ïðè ÿêîìó a ìíîãî÷ëåíè x4+ax2+1 i x3+ax+1 ìàþòü ñïiëüíèé

êîðiíü?

5. Ïîñëiäîâíiñòü (an)n∈N âèçíà÷à¹òüñÿ òàê: a1 = 2, a2 = 3, an+2 =
an+1

an
. Çíàéòè a2012.

6. Äîâåäiòü ìóëüòèïëiêàòèâíó âëàñòèâiñòü äëÿ τ(n) � êiëüêîñòi íà-

òóðàëüíèõ äiëüíèêiâ ÷èñëà n. Òîáòî, ùî, ÿêùî (m,n) = 1, òî

τ(mn) = τ(m)τ(n)


