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8.5. Знайти усі пари цілих чисел 
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[image: image2.wmf]2007

7

2

3

=

+

m

n

.
Розглянемо це рівняння за модулем 
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 за цим модулем дорівнює або 
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, тому і усі ліва частина дорівнює одному з цих трьох чисел. Оскільки 
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, то задане рівняння в цілих числах розв’язків не має. 

Відповідь: рівняння розв’язків немає.
8.6. Чи можуть при деякому дійсному значенні 
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 одночасно бути раціональними числа 
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Доведемо методом від супротивного, що не можуть. Припустимо, що при деякому 
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 число 
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 – раціональне і 
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. Тоді раціональним є також число:
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Звідси число 
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 також повинно бути раціональним. А це виконується лише, при умові, що 
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, що неможливо. Одержана суперечність завершує доведення.


Відповідь: не можуть.
8.7. Упорядковану пару чисел 
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 дозволяється  замінити на одну з таких чотирьох пар: 
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а) Отримайте за допомогою цих операцій з пари 
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б) Доведіть, що при будь-якому способі отримання з пари 
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 в деякий момент було отримано пару з однією нульовою компонентою.

а) Занумеруємо операції: (1) – 
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. Тоді один з процесів можна описати таким чином: 
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б) Якщо розглянути в кожний момент добуток компонент пари, то при виконанні будь-якої з чотирьох операцій цей добуток зміниться на 2. В початковий момент добуток дорівнює 
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, а в кінцевий дорівнює 
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. Тому обов’язково при таких перетвореннях настане момент, коли добуток компонент пари дорівнює нулеві, що й доводить твердження б).  
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8.8. На кожній стороні трикутника 
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 у зовнішній бік побудовано рівносторонні трикутники: 
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 провели прямі, перпендикулярні сторонам 
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 відповідно. Доведіть, що проведені прямі перетинаються в одній точці.

     Нехай 
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 відповідно середини відрізків 
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. Покажемо, що рівними є трикутники 
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, за властивостями середніх ліній правильного трикутника, аналогічно 
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, тобто за двома сторонами та кутом між ними встановлюємо, що трикутники рівні. Але це означає, що 
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 – перпендикуляр до 
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 є також перпендикуляром до 
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 він є серединними перпендикуляром до відрізка 
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. Таким чином, проведені в умові задачі перпендикуляри є серединними перпендикулярами до сторін трикутника 
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 – серединного трикутника 
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, а тому вони перетинаються в одній точці – центрі описаного навколо 
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 кола. 


Зауважимо, що це твердження не залежить від того, як проходить відрізок 
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 – перетинаючи сторони 
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 чи ні. В іншому випадку просто рівність відповідних кутів доводиться аналогічно, з додаванням до кутів в 
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9.5. В опуклому семикутнику 
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 паралельними є відрізки: 
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 також паралельні.
З паралельності вказаних відрізків послідовно отримуємо рівність площ таких трикутників: 
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 EMBED Equation.3  [image: image88.wmf]EGB
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, що рівносильне умові паралельності відрізків 
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9.6. Дивись задачу 8.7. 

9.7. В опуклому 2007-кутнику усі сторони та діагоналі пофарбовано в один з 
[image: image92.wmf]k

 кольорів. Довільні три вершини многокутника задають такий трикутник, що принаймні дві його сторони мають однаковий колір. Знайдіть усі значення 
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, при яких таке розфарбування можливе.

Покажемо, що максимальне можливе значення 
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. Припустимо, що нам вдалося за правилами окрасити сторони та діагоналі опуклого 
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 колір. Розглянемо деяку вершину 
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 цього багатокутника та вилучимо її і усі відрізки, якими вона з’єднана з іншими точками. За припущенням індукції, той 
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-кутник, що залишився, можна пофарбувати не більше як в 
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 колір. Але тоді принаймні два відрізки, що виходять з вершини 
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 мають два „нові” кольори: 
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[image: image108.wmf])

1

(

-

n

 кольорів, а це суперечить умові розфарбування 
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Покажемо тепер, як досягти потрібного розфарбування. Перенумеруємо усі вершини числами від 1 до 2007, а кольори від 1 до 2006, і фарбуємо таким чином. Для вершини, що має номер 
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 усі відрізки, що її з’єднують з вершинами з меншими номерами фарбуємо кольором 
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. Тоді використано як раз 2006 кольорів. Умови задачі виконуються, оскільки для будь-якого трикутника можна розглянути вершину, що має найбільший номер, тоді ця вершина з’єднана з двома іншими відрізками однакового кольору. 


Для того, щоб реалізувати будь-яку іншу кількість кольорів, що не перевищує 
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, достатньо просто об’єднати декілька різних кольорів в один.


Відповідь: 
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9.8 Розв’яжіть систему рівнянь:
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якщо параметр 
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 задовольняє умові:


а) 
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б) 
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а) Зрозуміло, що усі невідомі – невід’ємні числа. Очевидний розв’язок - 
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. Припустимо, що ненульові невідомі. Нехай найбільше з них 
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Відповідь: 
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б) Аналогічно, нехай є ненульовий розв’язок, нехай найбільше з них 
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, тому рівність можлива лише при умові, що 
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. Як побачимо нижче ці умови аналогічні, а тому розглянемо другу з них. З умов системи послідовно одержимо: 
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 і т.д. Таким чином усі невідомі розбиваються таким чином 
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 і це може початися з будь-якого місця.

Відповідь: 
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 - довільне додатне число.
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10.5. Розв’яжіть нерівність:
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Зрозуміло, що при усіх дійсних 
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 не входить до області визначення.

Відповідь: 
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10.6. У країні Карнавалії 
[image: image156.wmf]669

 міст, деякі з яких з’єднані дорогами з одностороннім рухом. Кожний день у довільних двох містах проводять карнавал, на час якого всі дороги, що входять і виходять з цих міст, перекриваються. Але схема доріг в Карнавалії влаштована так, що мешканці інших 
[image: image157.wmf]667

 міст можуть проїхати з будь-якого одного міста в будь-яке інше скориставшись однією або декількома дорогами, не порушуючи правил руху. Яка найменша кількість доріг може бути в Карнавалії?
З кожного міста має виходити не менше 3 доріг. Дійсно, якщо з міста А виходить не більше 
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 доріг, то позначимо для 
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ці міста через Б та В, для 
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 місто В вибирається довільним чином. Нехай місто Г не співпадає з А, Б та В. Тоді з А до Г не можна проїхати повз міста Б та В. Отже, потрібно не менше 
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10.8. Доведіть, що для довільних різних простих чисел 
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11.5. Довести, що існує нескінченна кількість таких натуральних чисел 
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11.6. Дивись задачу 10.6. 
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