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LXІХ Київська міська олімпіада юних математиків

Умови та вказівки до розв’язків задач 
2 тур

7 клас

1. Олеся утворює дев’ять дробів, чисельники і знаменники яких вибираються з чисел 1, 2, ..., 9 – кожне число використовується рівно один раз в якості чисельника і рівно один раз в якості знаменника, наприклад, 
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. Після цього між утвореними дробами розставляються знаки плюс чи мінус і розглядається модуль значення отриманого виразу. Яке найменше значення може при цьому одержати Олеся?

Рубльов Богдан)
Відповідь. 
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Розв’язання. Достатньо підібрати, наприклад, такі дроби:
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2. Розв’яжіть рівняння 
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Відповідь: 
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Розв’язання. Очевидно, що 
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 – корені. Тепер треба розв’язати таке рівняння: 
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. Розглянемо такі випадки.

Якщо 
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, то зліва додатне число, а справа – не додатне, тому рівність неможлива. 

Якщо 
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, звідки розв’язків рівняння не має. 

Якщо 
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, звідки розв’язків також не має. 

3. Знайдіть усі натуральні числа паліндроми, які після додавання числа 2014 залишаються паліндромами. 

Паліндромом називається число, яке не закінчується на цифру 0 та читається однаково справа наліво так і зліва направо, наприклад, паліндромами є числа 7, 22, 575, а не є числа 24420 та 2012. 

(Рубльов Богдан)
Відповідь: 
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 та 
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Розв’язання. Неважно зрозуміти, що одноцифрові числа умову не задовольняють. Розглянемо двоцифрові числа-паліндроми, тобто числа 
[image: image19.wmf]nn

. Тоді перша цифра суми буде 
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, тоді з останньої цифри маємо, що 
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, але число 
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 умову не задовольняє.

Тепер розглянемо трицифрові числа-паліндроми 
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. Перша цифра суми або 
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, або 
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. Тобто число може бути 
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 або 
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. Для числа 
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 маємо такі варіанти. Якщо немає переносу 
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 у передостанньому розряді, то повинна виконуватись рівність: 
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, звідки перший розв’язок –  число 
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. Якщо є перенос у тому розряді, то треба перевірити числа 
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 та 
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, які умову не задовольняють.

Для 
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 маємо, що повинен бути перенос в передостанньому розряді, тому треба перевірити числа 
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 та 
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, з яких перше є другим розв’язком. 

Для чотирицифрових чисел 
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 маємо, що остання цифра визначається сумою 
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. Оскільки воно більше на 
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 числа 
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, тобто без переносу 
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 у останньому розряді паліндром не вийде. З переносом розряду так само рівність неможлива. 
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При більшій кількості цифр – перша цифра суми може бути 
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 або 
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, але тоді вона не може співпадати з останньою цифрою числа 
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4. У трикутнику 
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 проведена медіана 
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. Відомо, що 
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 Знайдіть відношення 
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Відповідь. 
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Розв’язання. Продовжимо промінь 
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 в знайдемо на ньому точку 
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, для якої 
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 (рис. 1). Тоді у рівнобедреному 
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 маємо, що 
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, звідси 
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5. Серед 6 людей є рівно 
[image: image59.wmf]n

 пар знайомих між собою. Чи завжди можна серед них знайти трійку попарно знайомих, якщо:

а) 
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б) 
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Відповідь: а) ні, не завжди; б) так, завжди.

Розв’язання. а) Для цього достатньо навести приклад знайомств, який наведений на рис. 2.
б) Доведемо методом від супротивного. Виберемо того з 6, у кого найбільше знайомих. Нехай ця кількість 
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. Очевидно, що 
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. Бо, якщо 
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, то максимальні кількість пар знайомих не перевищує 
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[image: image66.wmf]5
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, тобто людина А знайома з усіма іншими. Тоді якщо ще хтось знайомий між собою, наприклад, В та С, то шуканий трикутник АВС. Тому не може бути більше 5 пар, що суперечить умові. 


[image: image67.wmf]4
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, тобто людина А знайома з чотирма іншими, окрім В. Тоді пари знайомих може утворювати лише В із знайомими з А. Тому максимум 8 пар, що також суперечить умові. 

Розглянуті випадки завершують доведення.

8 клас 

1. Автомобіль їхав з постійною швидкістю. Спочатку пасажир побачив кілометровий стовп, на якому були написане двоцифрове число. Через півгодини він побачив кілометровий стовп, на якому було написане двоцифрове число, що записане тими самими цифрами але у зворотному порядку. І ще через півгодини він побачив стовп, на якому було записане трицифрове число, що складається з тих самих двох цифр та нуля. Знайдіть швидкість автомобіля у км за годину.
Відповідь: 90 км/год.
Розв’язання. Позначимо двоцифрове число на першому стовпі через 
[image: image68.wmf]ab

, тоді на другому стовпі було число 
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, звідки очевидно, що 
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. Тоді на третьому могло бути записане одне з двох чисел: 
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. Число з першою цифрою 
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 бути не може, бо за той самий час автомобіль не міг проїхати за перші півгодини відстань менше 100 км, а за наступні – більше 100 км. 

Тепер запишемо рівності для кожного з двох випадків:

Випадок 1. 
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. Тоді маємо умови: 
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 різні та ненульові, то маємо перший розв’язок: 
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Випадок 2. 
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, звідки 
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. Тоді маємо умови: 
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Таким чином автомобіль за півгодини проїжджав 45 км, тому шукана швидкість: 90 км/год.

2. Доведіть, що для попарно різних чисел 
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 принаймні одне з трьох чисел 
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Розв’язання. Методом від супротивного. Припустимо, що усі три ці числа від’ємні, тобто
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Додамо їх і одержимо, що
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що очевидно є суперечністю для попарно різних чисел. Одержана суперечність завершує доведення.

3. Заданий трикутник 
[image: image94.wmf]ABC

, на стороні 
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 якого відмічено точку 
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 таким чином, що 
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. Побудуйте на сторонах 
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 і 
[image: image99.wmf]AC

 точки 
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 і 
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 відповідно такі, що 
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 і відрізок 
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 ділиться навпіл відрізком 
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.

(Чорний Максим)
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Розв’язання. Нехай 
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 – точка перетину 
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 і 
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. Побудуємо на продовженні сторони 
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 за точку 
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 таку точку 
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 (рис. 3). Тоді за теоремою про середню лінію 
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. Тому точка 
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 лежить на перетині відрізку 
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 і кола, побудованого на 
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 як на діаметрі. Оскільки точка 
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 лежить на тому ж діаметрі, то така точка 
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 єдина. Далі легко будується точка 
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, як перетин відрізку 
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 і перпендикуляра до 
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 в точці 
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. Доведення очевидно випливає з побудови.

4. Знайти всі натуральні числа 
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 ділиться на 
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(Чорний Максим)
Відповідь. 
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Розв’язок. Нехай для деякого 
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 число 
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також ділиться на 
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, звідки і для їх різниці маємо, що:
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З цього випливає, що 
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 (оскільки і ліва, і права частини додатні), або ж 
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 маємо суперечність, оскільки
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Перебираючи менші значення 
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, знаходимо єдину відповідь 
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5. Двоє грають у таку гру. На поле 
[image: image139.wmf]7
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 вони по черзі у порожні комірки виставляють числа. Перший гравець ставить 1, а другий – 0. Коли поле заповнене підраховуємо суми чисел у кожному квадраті 
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. Найбільше значення позначимо через 
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. Яке максимальне значення 
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 зможе забезпечити перший гравець, незалежно від гри другого? 
Відповідь: 
[image: image143.wmf]10
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Розв’язання. Розріжемо квадрат 
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 на 24 фігурки доміно 
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 та одну центральну клітинку (рис. 4). Тоді другий гравець своїми ходами може досягти того, що у кожній доміно буде стояти принаймні одне число 
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. Оскільки будь-який квадрат 
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 містить 
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 повних доміно, то сумарно другий гравець може домогтися того, щоб сума у кожному такому квадраті була не більше 
[image: image149.wmf]10
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Покажемо, що перший гравець може досягти цього значення. 

Перший ходить в центральну клітину, вона у подальшому виділяється сірим кольором. Без обмеження загальності вважаємо, що другий ставить 0 ліворуч від центральної, наприклад, у сусідню зліва клітину.
[image: image412.wmf]M

Розглянемо такі випадки. 
1) Першому вдалося зайняти усі 3 клітини поруч з центральною (рис. 5). Тоді у правому верхньому та правому нижньому квадратах вже по 4 клітини 1. У одному з них буде після 4-го ходу другого не більше одного 0, а тому цей квадрат – виграшний. 

2) Перший має 3 сусідні клітини, але скраю стоїть 0 (рис. 6), тоді третій 0 стоїть не вище центральної клітини (або не нижче, що аналогічно). Тоді першій ставить 1 тільки у квадрат 
[image: image150.wmf]3
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 з пунктиру. Помітимо, що перший зможе поставити хоча б 5 одиниць у цей квадрат. Але тоді стане 8 цифр 1 та не більше 4 цифри 0 у прямокутнику 
[image: image151.wmf]4
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 (пунктир та три 1 у центральній горизонталі). Після цього в залежності від ходу другого праворуч чи ліворуч від прямокутника 
[image: image152.wmf]4
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 перший виграє у одному з виділених квадратів, сходивши у протилежний від хода другого стовпчик.
[image: image413.wmf]F

[image: image414.wmf]1
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3)Тоді має ситуація на рис. 7. 

[image: image415.wmf]E

Якщо далі переходимо в ситуацію рис. 8. Тоді у прямокутнику 
[image: image153.wmf]4

2

´

 буде мінімум 6 цифр 1 і дві 0. і по заповненні цього прямокутника другий ходить праворуч чи ліворуч від нього, а першій у протилежному напрямі та виграє у одному з виділених квадратів 
[image: image154.wmf]4
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, бо буде мати перевагу 7–3. 
[image: image416.wmf]O

4) Залишається випадок рис. 9. Але тоді хід у чорне поле дає перевагу у виділених квадратах 5-2. В залежності від ходу другого, він в одному з цих квадратів буде мати перевагу 6-2, що й забезпечить йому наявність 10 одиниць. 

Залишається варіант, що зображений на рис. 10. Перший ходить у поле з зірочкою. Тоді у другого є декілька принципових відповідей. 

[image: image417.wmf]C

[image: image418.wmf]B

Нехай другий ходить як на рис. 11. Далі на хід першого у другого єдина відповідь, після чого перший ходить у клітину на нижній горизонталі (рис. 12). Тоді справа і зліва від центральної вертикалі маємо різницю 5–2. В залежності від ходу другого (справа чи зліва перший виграє у протилежному напрямку). 

Після ходу, як на рис. 13, ми маємо, що він повинен відповісти праворуч від центральної вертикалі. Тоді перший ставить принаймні 3 цифри 1 зліва у горизонталі 2, 3 та 4. Тоді у виділеному спільному прямокутнику буде 7–5. А далі хід другого. Якщо він ходить зверху від прямокутника, то переший знизу має перевагу 9–5. І навпаки. 

9 клас 

1. На зламаному суперкалькуляторі працює лише одна кнопка, яка при натисканні на неї перетворює число 
[image: image155.wmf]x

 у число 
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. Спочатку на калькуляторі було число 1. Яке число буде на ньому після 2014-ти натискань тої працюючої клавіші?

 (Анікушин Андрій)
Відповідь: 
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2. Розв’яжіть в натуральних числах 
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(Рубльов Богдан)
Відповідь: 
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Розв’язання. Зробимо такі перетворення заданого рівняння: 
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Піднесемо це рівняння до квадрату. 
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Як бачимо – зліва ціле число, а справа ціле число, що помножене на ірраціональний множник 
[image: image171.wmf]30

. Така рівність можлива за умови, що зліва та справа стоять нулі. Таким чином, повинні виконуватись дві рівності:
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З першого рівняння маємо, що 
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Розглянемо два випадки.

1) 
[image: image179.wmf]x
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. Тоді з другої рівності маємо, що 
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Знову зрозуміло, що це можливо лише за умови 
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, тобто усі змінні рівні, що очевидно є розв’язком рівняння. 
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. Тоді друге рівняння перепишеться у вигляді: 
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, тобто знову усі змінні рівні.

3. Задача № 3 за 8 клас.

4. Задача № 5 за 8 клас.

5. Задана система рівнянь 
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а) Доведіть, що вона має хоча б один розв’язок у попарно різних цілих числах.
б) Для кожного такого розв’язку доведіть, що 
[image: image190.wmf]0

abcd

³

.

(Сердюк Назар)
Розв’язання. Зауважимо, що коли 
[image: image191.wmf](
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 – розв’язок, то розв’язком також буде довільна перестановка цих чисел і розв’язком буде четвірка 
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. Враховуючи це, можемо вважати, що найбільше за модулем число – додатне. Також, без обмеження загальності, можемо вважати, що 
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Отже, дана система має розв’язками такі четвірки чисел: 
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де 
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, а також довільні їх перестановки. Легко бачити, що для кожного такого розв’язку 
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10 клас 

1. Розв’яжіть в натуральних числах 
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 (Рубльов Богдан)
Відповідь: 
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Розв’язання. Зробимо такі перетворення заданого рівняння: 
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Піднесемо це рівняння до квадрату. 
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Як бачимо, справа точний квадрат, а зліва – ні, це можливо лише у випадку, якщо зліва та справа нулі, тому 
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. Ми одержали наведену відповідь, і як легко перевірити, умову вона задовольняє.
2. Для яких натуральних 
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 можна розрізати куб на 
[image: image225.wmf]n

 менших кубиків?

(Биков Всеволод)
Відповідь: для усіх. 

Розв’язання. Очевидно, що ми можемо розрізати куб на 
[image: image226.wmf]8

 однакових кубиків, якщо поділити кожну сторону навпіл. Далі, якщо ми вже куб розрізали на деяку кількість кубиків, то до цієї кількості ми можемо додати 
[image: image227.wmf]7

, якщо розріжемо  якійсь з маленьких кубиків на 
[image: image228.wmf]8

 менших. Далі треба показати що ми можемо розрізати куб на таку кількість кубиків, що дає при діленні на 
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 усі можливі остачі: 
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, тоді ми можемо одержати довільну кількість кубиків. Покажемо, що можна збільшити кількість кубиків на 
[image: image231.wmf]26

. Достатньо розрізати один з кубиків на 
[image: image232.wmf]27

 однакових менших, якщо просто поділимо кожну сторону на 3 рівні частини. 

Таким чином ми можемо розрізати великий кубик на 
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Ділимо один з 
[image: image234.wmf]27

 кубиків знову на 
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 і маємо разом 
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Аналогічно, можна одержати 
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Далі для довільного 
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, знаходимо його остачу при діленні на 
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, вибираємо відповідне число і починаємо його збільшувати на 
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, доки не дійдемо до 
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3. Знайдіть усі такі функції 
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 справджується рівність:
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Відповідь: усі сталі функції.

Розв’язання. Очевидно, що будь-яка стала функція умову задовольняє. Припустимо, що умову задовольняє функція, що відмінна від сталої. Тоді множина значень має найменший елемент, при цьому він може досягатись не в єдиній точці. Якщо він досягається на такому 
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, що суперечить вибору найменшого значення 
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 маємо, що 
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 – суперечність. Якщо такого 
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 не існує, то одразу висновок, що функція стала. 
4. Для трикутника 
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 побудовані три кола: коло 
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 проходить через вершини 
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 та 
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 і перетинає сторони 
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 і перетинає сторони 
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 на прямі 
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 відповідно перетинаються в одній точці.
(Руденко Олександр)
Розв’язання. Спочатку нагадаємо відому теорему.
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 відповідно,  перетинаються в одній точці тоді і тільки тоді, коли:
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(Сердюк Назар)
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тобто твердження доведено. Отже, можемо вважати, що жодна з цих сум не ділиться на 
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Враховуючи, що 
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що і необхідно було довести. 

11 клас 

1. Молоді вчителі Віталик та Михайлик протягом 1990 року виставляли дітям оцінки з математики. Виявилось, що кількість оцінок „5”, „4”, „3” та „2”, які виставив Віталик співпадає з кількістю оцінок „4”, „3”, „2” та „5” відповідно, які виставив Михайлик. Крім того, сумарна кількість балів, що виставили усім учням кожний вчитель, однакова. Чи могла кількість оцінок, що виставив протягом року Віталик, дорівнювати 2014?
(Рубльов Богдан)
Відповідь: ні.

Розв’язання. Позначимо кількість оцінок 5, 4, 3 та 2, що виставив Виталік через 
[image: image362.wmf]t

z

y

x

,

,

,

, тоді з умов задачі випливає така рівність:


[image: image363.wmf]t

z

y

x

t

z

y

x

5

2

3

4

2

3

4

5

+

+

+

=

+

+

+

,

звідки маємо, що 
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Неважко зрозуміти, що сумарна кількість оцінок дорівнює 
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2. Задача № 2 за 10 клас.

3. Задача № 4 за 10 клас.

4. Нехай 
[image: image369.wmf]p

, 
[image: image370.wmf]q

 – натуральні числа, які задовольняють умову 
[image: image371.wmf]2

2

3

p

q

p

<

<

, визначимо функцію 
[image: image372.wmf](

)

2

fxxpxq

=-+

. Відомо, що для деяких взаємно простих натуральних чисел 
[image: image373.wmf]a

, 
[image: image374.wmf]b

 з відрізка 
[image: image375.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

p

p

q

;

 числа 
[image: image376.wmf](

)

fa

b

 і 
[image: image377.wmf](

)

fb

a

 цілі. Знайдіть усі можливі значення 
[image: image378.wmf](

)

(

)

fafb

+

.

(Сердюк Назар)
Відповідь. 
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Далі доведемо, що 
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 направлені вгору, то найбільше значення на відрізку 
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Таким чином, ми отримали, що 
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5. Задача № 5 за 10 клас.
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Рис. 12
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Рис. 13
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Рис. 11
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Рис. 8
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Рис. 9
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Рис. 7
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Рис. 10
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Рис. 14 
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