8-Й КИЇВСЬКИЙ ТУРНІР МАТЕМАТИЧНИХ БОЇВ 

ІМЕНІ ЛЕСІ РУБЛЬОВОЇ

Математична карусель
Молодша ліга. Вихідний рубіж 

1. (001) Відповідь: Андрій — стрибками в воду, Богдан — плаванням, а Леся — водним поло.
Розв’язання. Якщо Андрій вибирає водне поло, то Богдан — стрибки у воду (з умови 1), але тоді і Леся — водне поло (умова 3), суперечність.
Якщо Андрій вибрав плавання, то Леся — стрибки у воду (умова 2), тоді Богдану залишається водне поло, але це суперечить умові 3.

Залишається єдиний варіант, що не призводить до суперечності: Андрій займається стрибками у воду. Якщо тепер Богдан вибрав водне поло, то й Леся мала вибрати водне поло (умова 3), суперечність. Таким чином, Богдан обрав плавання, а Леся — водне поло.
2. (002) Відповідь: 11.
Розв’язання. Останні дві цифри (тобто остача від ділення на 100) добутку довільного набору натуральних чисел визначаються останніми двома цифрами кожного з множників. Випишімо останні дві цифри кількох перших степенів числа 2011: щоб знайти наступні дві цифри, достатньо попередні дві помножити на 11.
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Легко зрозуміти, що наступні пари цифр повторюються з кроком 10. Оскільки 
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, останніми двома цифрами числа 
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 будуть 11.
3. (003) Відповідь: 
[image: image14.wmf]2
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Розв’язання. Кількість риб, спійманих першим рибаком, повинна ділитися на 9, а другим — на 17. Тоді для деяких натуральних m та n має справджуватися рівність 
[image: image15.wmf]91770
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. Легко пересвідчитися, що єдиним розв’язком цього рівняння будуть 
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. Таким чином, перший рибак спіймав 36 риб, а другий — 34. Тоді, з умови, обидва спіймали по 20 карасів та по 14 окунів. Отже, перший рибак спіймав двох щук (а другий — жодної).
4. (004) Відповідь: 
[image: image19.wmf]80,50,50
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 або 
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Розв’язання. Якщо помножити обидві частини заданої в умові рівності на 
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[image: image22.wmf]22

bbcaac

+=+

 
[image: image23.wmf]Û

 
[image: image24.wmf]()()()0

babacba

-++-=

 
[image: image25.wmf]Û

 
[image: image26.wmf]()()0

babac

-++=

.
Тому умова рівносильна рівності 
[image: image27.wmf]ab
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, тобто справджується тоді й лише тоді, коли трикутник рівнобедрений. Отже, його кути можуть бути такими:

· якщо 
[image: image28.wmf]80
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 — кут при вершині, то інші два кути рівні та мають суму 
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, тобто кути трикутника складають 
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°°°

;

· якщо 
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 — кут при основі, то таких кути два і їхня сума 
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, тобто кути трикутника складають 
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5. (005) Відповідь: 5.

Розв’язання. Загалом було розіграно 
[image: image34.wmf]18983575
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 очок. У кожному виді розігрувалося по 
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 очок, тому число 
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 є дільником 35. До того ж могло розігруватися щонайменше 
[image: image37.wmf]1236

++=

 очок, тому або 
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. Перший варіант дає один вид спорту, що суперечить умові, а другий — 5 видів, причому відповідні a, b та c і розподіл результатів дібрати можна (
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; Олеся могла чотири рази посісти перше місце і один раз друге, Андрій — чотири рази друге і один раз третє, Богдан — чотири рази третє місце і один раз перше).
6. (006) Відповідь: 3.

Розв’язання. Уведімо позначення: 
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. Якщо позначити найбільший спільний дільник чисел x та y через 
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xy

, можемо записати таку рівність: 
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 (бо будь-який степінь четвірки дає остачу 1 від ділення на 3), число 3 і є відповіддю.
7. (007) Відповідь: 2.

Розв’язання. Зробимо такі перетворення:
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Таким чином, шукане значення дробу дорівнює 2.
(Зауважимо також, що рівняння 
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, як многочлен непарного степеня, має хоча б один дійсний корінь, тобто умова задачі несуперечлива.)
8. (008) Відповідь: приміром, трикутники з кутами 
[image: image52.wmf]60,60,60
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 та 
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 (рис. 1).

Розв’язання. Те, що умову задовольняє правильний трикутник — очевидно. Для трикутника ABC з кутами 
[image: image54.wmf]30,60,90
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 (рис. 1) позначимо через M середину гіпотенузи AB, а через K — точку на катеті BC, для якої 
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 випливає з рівностей сторін 
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 (бо KM — висота і медіана трикутника AKB). Тоді, зокрема, 
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, справджується також рівність 
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 ці трикутники мають рівні кути і спільну сторону AK.
9. (009) Відповідь: наприклад, 
[image: image63.wmf]321654987

; можливі й інші варіанти.

10. (010) Відповідь: 0, 7 та 9.

Розв’язання. Якщо серед вибраних цифр немає цифри 0, то трицифрових чисел, які виписав Петрик, рівно 6. Усі дають однакову остачу від ділення на 3, тому сума всіх шести має ділитися на 3. Тоді, оскільки число 3376 не ділиться на 3, одна з обраних цифр таки 0. Позначмо дві інші як a і b. Тоді виписаних трицифрових чисел чотири: 
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 має дорівнювати 3376, звідки 
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. Позаяк цифри різні, вони мають дорівнювати 7 та 9.
11. (011) Відповідь: 27 годинників вартістю 15 гривень кожен.

Розв’язання. Нехай у торговця є n годинників із собівартістю x кожен. З умови задачі маємо рівності:
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Звідси, додавши два рівняння, знаходимо, що 
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12. (012) Відповідь: квадрат зі стороною 3.

Розв’язання. Описаний процес аналогічний алгоритму пошуку найбільшого спільного дільника двох чисел — сторін початкового прямокутника. Тож наприкінці залишиться квадрат, сторона якого дорівнює найбільшому спільному дільнику чисел 324 і 141, тобто 3. Легко зрозуміти, що і квадрат, відрізаний на попередньому кроці — останній відрізаний квадрат — матиме такий самий розмір.
13. (013) Відповідь: 
[image: image70.wmf]48,49,50
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Розв’язання. Набір чисел 48, 49 та 50 задовольняє умову: 48 ділиться на 
[image: image71.wmf]2

2

, 49 — на 
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, 50 — на 
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. Менших чисел із описаною властивістю нема. Щоби це показати, наведемо ряд чисел, які не діляться на жоден точний квадрат, більший від одиниці, і кожні два послідовні числа якого відрізняються не більше ніж на 3: 3, 6, 7, 10, 13, 15, 17, 19, 22, 23, 26, 29, 31, 34, 37, 39, 42, 43, 46, 47.
14. (014) Відповідь: 
[image: image74.wmf]24
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Розв’язання. Зробімо таке перетворення:
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Оскільки перший доданок завжди ділиться на 
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n

+

, для виконання умови задачі необхідно і достатньо, щоб на 
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 ділилося число 29. Оскільки 
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, а 29 — просте число, маємо, що 
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15. (015) Відповідь: наприклад, 
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Розв’язання. Будемо шукати дроби у формі 
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. Сума дробів, обернених до них, складає 
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. Числа a, b та c можна взяти такими, щоби сума 
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 дорівнювала одиниці: потрібними значеннями є 2, 3 та 6. Тоді довільне 
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, яке не ділиться ні на 2, ні на 3, дасть шукану відповідь.
16. (016) Відповідь: 
[image: image86.wmf]60
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Розв’язання. Якщо позначити кути трикутника через x (шуканий кут), y та z, матимемо таку рівність: 
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17. (017) Відповідь: усі четверо.
Розв’язання. Хай ким є Дмитро, із тверджень 3 та 4 випливає, що Антон — злочинець. Тоді з першого твердження Борис — співучасник. Далі, з другого твердження (оскільки Антон — злочинець) Сергій — також злочинець. Тоді з третього твердження випливає, що Дмитро не може бути невинним, бо Сергій винен. Тому і Дмитро брав участь у злочині.
18. (018) Відповідь: динозавр.

Розв’язання. Всі динозаври та принцеси загинути не могли, бо якщо динозаври з’їли всіх принцес, а їх була непарна кількість, то хтось із динозаврів мав з’їсти непарну кількість принцес, а тому його самого вбити не могли. З аналогічних міркувань не могли бути знищеними всі лицарі та динозаври. Тому міг залишитися лише динозавр. І таке справді можливо: приміром, один із лицарів міг убити 100 динозаврів, по тому котрась із принцес довела до смерті всіх 100 лицарів, а далі єдиний живий динозавр з’їв усіх принцес.
19. (019) Відповідь: 8.

Розв’язання. Найлегший камінь важить 
[image: image90.wmf]468249370
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, і сума восьми найлегших каменів складає 
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. Звідси випливає, що більше ніж 7 каменів покласти в одну машину не можна. Таким чином, вантажівок потрібно щонайменше 8. Але восьми машин цілком вистачить, якщо покласти у дві перші вантажівки 14 найлегших каменів, — по 7 у кожну, — а в решту вантажівок покласти по 6 каменів.
20. (020) Відповідь: 
[image: image92.wmf]3:5:6
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Розв’язання. Позначмо кути трикутника через x, 2x та 4x. Тоді 
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. Зовнішні кути трикутника, отже, складають 
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, а тому шукане відношення — 
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1. (021) Відповідь: 84.

Розв’язання. Між 6 червоними камінцями є 5 проміжків, у кожному з яких мусить лежати хоча б один синій камінець. Тож покладімо 6 червоних камінців, а також 5 синіх камінців між ними. Тепер кількість варіантів визначається тим, скільки є способів докласти до цих камінців 3 сині камінці, що залишилися.
Для синіх камінців є 7 місць, куди їх можна покласти: 5 проміжків між червоними камінцями, а також місця ліворуч та праворуч від усіх інших камінців. Можливі три типи розташування:
· Усі три камінці кладуть в одне місце. Таких варіантів 7.

· Два камінці кладуть в одне місце, а ще один — в інше. Маємо вибір 7 позицій для двох камінців та 6 — для одного; загалом 42 варіанти. 

· Усі камінці потрапляють на різні місця. Таких варіантів є 
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Загальна кількість способів розкласти камінці — 
[image: image100.wmf]7423584.

++=


2. (022) Відповідь: 2011.

Розв’язання. Оскільки 
[image: image101.wmf]402222011
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, а 2011 — просте число, множниками могли бути або числа 2011, 2 та певна кількість одиниць, або саме число 4022 і певна кількість одиниць. Другий варіант неможливий, адже тоді сума множників перевищувала би 4022. Тоді число 4022 могли подати лише як 
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. Як видно, в цій сумі рівно 2011 доданків.
3. (023) Відповідь: 
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Розв’язання. 
[image: image104.wmf]4323

x

--=

 
[image: image105.wmf]Û

 
[image: image106.wmf]435

431

x

x

é

-=

ê

-=-

ê

ë

 
[image: image107.wmf]Û

 
[image: image108.wmf]435

x

-=

 
[image: image109.wmf]Û

 
[image: image110.wmf]48

42

x

x

é=

ê

=-

ë

 
[image: image111.wmf]Û



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image112.wmf]48

x

=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image113.wmf]Û



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image114.wmf]2

x

=±

.
[image: image646.wmf]B


4. (024) Відповідь: 
[image: image115.wmf]108
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Розв’язання. Нехай 
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 — точка відрізка 
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 така, що 
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Отже, 
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5. (025) Відповідь: 4; приклад заповнення наведений на рис. 3 (чотири простих числа трапляються в третьому стовпчику).
Розв’язання. Розфарбуймо таблицю в шаховому порядку. Якщо розташування чисел у таблиці задовольняє умову, його можна одержати в такий спосіб: у порожню спершу таблицю записати число 1, потім у сусідню клітинку записати 2, поруч записати 3 і т. д. Щоразу колір клітинки, в яку записуємо число, змінюється, а тому всі парні числа будуть у білих клітинках, а всі непарні — в чорних або навпаки. Оскільки довільний стовпчик містить принаймні 2 білих поля та принаймні 2 чорних, у ньому є два різних парних числа. Хоча б одне з них — не двійка, тобто не є простим. Таким чином, максимальна кількість простих чисел у стовпчику не може перевищувати 4. Залишається навести приклад, який потверджує, що 4 простих числа трапитися в стовпчику можуть.
6. (026). Відповідь: 3 та 5.

Розв’язання. Уведімо позначення 
[image: image130.wmf]2001220022
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. Якщо деяке число виписане на дошці тричі, на нього діляться або водночас a та c, або водночас b й d.

У першому випадку число є також дільником 
[image: image131.wmf]200120022001
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. Але оскільки a та c непарні, саме число обов’язково має бути непарним, тож воно може дорівнювати лише 3 або 1. При цьому одиниця, очевидно, умову не задовольняє, адже є дільником усіх чотирьох чисел. Трійка, з іншого боку, умову задовольняє:

· 
[image: image132.wmf]20011000500
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 — ділиться на 3, бо довільний степінь числа 4 дає остачу 1 від ділення на 3;

· 
[image: image133.wmf]2
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 — не ділиться на 3, бо 2001 ділиться на 3, а 11 — ні;

· 
[image: image134.wmf]20021001
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 — ділиться на 3, бо довільний степінь числа 4 дає остачу 1 від ділення на 3;

· 
[image: image135.wmf]2
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 — ділиться на 3, бо 
[image: image136.wmf]2
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 дає остачу 1 від ділення на 3.
У другому випадку виписане число є дільником

[image: image137.wmf]222
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Простою перевіркою можна переконатися, що 
[image: image138.wmf]b

 не ділиться ні на 25, ні на 23, ні на 7. Залишається перевірити число 5. Числа b та d справді діляться на 5, оскільки закінчуються цифрами 0 та 5 відповідно. Перевірмо, чи діляться на 5 числа a та c:
· 
[image: image139.wmf]2001

211

a

=-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image140.wmf]2000500
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 — не ділиться на 5, бо має останню цифру 
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· 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image143.wmf]2000500
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 — ділиться на 5, бо має останню цифру 
[image: image144.wmf]415
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.

Отже, число 5 теж є дільником рівно трьох чисел.
7. (027) Відповідь: такого подання не існує.

Розв’язання. Якщо серед знаменників є одиниця, то сума дробів буде більшою за 1. Якщо ж одиниці нема, то сума буде неодмінно меншою від 1:
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8. (028) Відповідь: 16; 20; 22 та 15,3 см.
Розв’язання. Переберемо можливі варіанти довжин a, b, c, які можуть мати сторони, що відносяться як 
[image: image146.wmf]11:10:8

. Ці довжини, згідно з умовою, цілі, отже щоби більша з трьох сторін 
[image: image147.wmf]11
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 була цілою, необхідно, щоби менша сторона c ділилася на 8. Тоді:
· Якщо довжини — 8, 10 та 11 см, то четверта сторона повинна бути завдовжки 44,3 см, що неможливо: в цьому випадку порушується нерівність чотирикутника, бо 
[image: image148.wmf]8101144,3
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· Якщо довжини — 16, 20 та 22 см, то четверта сторона має бути завдовжки 
[image: image149.wmf]15,3

 — цей варіант можливий, бо 
[image: image150.wmf]201615,322
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 і 
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· Якщо довжини — 24, 30 та 33 см або більші, то четверта сторона мусила би мати від’ємну довжину.
9. (029) Відповідь: 239.
Розв’язання. Зрозуміло, що всі горіхи мають зрештою зібратися в останнього гнома, який стоїть правіше від усіх.

У кожен момент часу для будь-яких двох сусідніх гномів має справджуватися твердження: якщо лівий гном має хоча б один горіх, то в правого гнома горіхів більше, ніж у лівого. В іншому разі лівий гном не зміг би передати жодного свого горіха правому гному ні відразу, ні в майбутньому: у лівого гнома кількість горіхів може лише збільшитись, а в правого — лише зменшитись, і передавати горіх забороняє умова задачі.
Якщо в якийсь момент часу із двох сусідніх гномів у лівого виявилося кілька горіхів, причому рівно на один горіх менше, ніж у правого, то до моменту, коли лівий вперше (з цього часу) передасть правому один свій горіх, лівий не може отримувати горіхів, а правий — віддавати. Тому якщо в певний момент є якась пара сусідніх гномів із 
[image: image152.wmf]1

n

³

 горіхами у лівого і 
[image: image153.wmf]1
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 горіхом у правого, можна переставити наступний хід лівого гнома у послідовності ходів усіх гномів і поставити його першим, тобто зробити так, щоб наступної хвилини саме лівий гном передав один свій горіх правому. Скористаймося цим: починаючи з вихідного розподілу горіхів, робитимемо ходи лише такого типу, поки це можливо, причому лише тоді, коли 
[image: image154.wmf]6
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, тобто в лівого гнома до ходу було принаймні 6 горіхів. Після таких операцій в усіх гномів досі лишатиметься не менш як 5 горіхів, причому в кожного наступного гнома горіхів більше, ніж у попереднього. Зокрема, в усіх гномів, починаючи з другого, горіхів має бути щонайменше 6. Тоді в кожного гнома, починаючи з третього, кількість горіхів буде принаймні на 2 більшою, ніж у попереднього (бо інакше можна було б зробити ще один хід потрібного типу).
Таким чином, у першого гнома опинилося на даний момент щонайменше 5 горіхів, у другого — щонайменше 6, у третього — хоча б 8, у четвертого — 10, ..., у 14-го — не менше ніж 30 горіхів, тобто загалом гноми мали не менше ніж 
[image: image155.wmf]5(68...30)5234239
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 горіхів. З іншого боку, якщо горіхів у кожного гнома спочатку було рівно стільки, всі горіхи і справді могли зібратися в одного гнома. Для цього перший гном спершу мав передати один свій горіх другому, той цей же горіх — третьому, той — четвертому і т. д., поки горіх не дійде до 14-го гнома. Далі перший у такий же спосіб передає в кінець свій другий горіх і продовжує передавати горіхи, доки горіхів у нього не лишиться. Далі в аналогічний спосіб другий гном передає по одному всі свої горіхи направо, потім те саме робить третій гном і т. д.
10. (030) Відповідь: 3.

Розв’язання. Якщо 
[image: image156.wmf]2
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, маємо 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image158.wmf]15
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; число 15 має 4 дільники. Коли 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image161.wmf]20
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; число 20 має рівно 6 дільників.

Нехай 
[image: image162.wmf]3

p

>

. Проведімо просте перетворення: 
[image: image163.wmf]22
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. Число 
[image: image164.wmf](1)(1)
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 є добутком двох парних чисел, тому кратне 4. Крім того, квадрат числа, що не ділиться на 3, дає в разі ділення на 3 остачу 1, тому число 
[image: image165.wmf]2
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 кратне 3. Разом це дає, що число 
[image: image166.wmf]2
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 кратне 12. Однак уже саме число 12 має 6 дільників, отже 
[image: image167.wmf]2
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ділитиметься на більшу кількість чисел і не задовольнятиме умови.
11. (031) Відповідь: 
[image: image168.wmf]11
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Розв’язання. Спершу доведемо, що значення 
[image: image169.wmf]11
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 задовольняє умову.
Нехай задано деякий набір 
[image: image170.wmf]1211
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. Обчислимо середнє арифметичне усіх 11 чисел. Якщо воно більше від 
[image: image171.wmf]1
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, у першу групу помістимо число 
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, а в другу групу — решту чисел. Оскільки 
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, у цьому випадку твердження справджується. Якщо ж середнє арифметичне всіх чисел не перевищує 
[image: image174.wmf]1
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, у першу групу помістимо число 
[image: image175.wmf]11
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, а в другу групу — решту чисел. Провівши ланцюжок міркувань 
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, можемо стверджувати, що різниця між середніми є не меншою від 
[image: image183.wmf]9
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, тож твердження виконується і в цьому випадку.
Тепер наведемо приклад набору чисел, для якого більшої за 
[image: image184.wmf]11
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 різниці середніх значень досягти не можна. Це набір 
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. Нехай в одній групі (з меншим середнім арифметичним) є k чисел із цього набору, їхню суму позначимо через 
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, а в іншій групі (з більшим середнім арифметичним) — 
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 чисел, їхня сума дорівнює 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image189.wmf]010
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. При сталому k найбільшою різниця між середніми двох груп 
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 буде тоді, коли 
[image: image191.wmf]k
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 — мінімальне, тобто коли перша група містить k найменших чисел із набору, а друга група — найбільші числа набору. Тоді 
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, 
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, а тому 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image197.wmf]k
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image198.wmf]101
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 — найбільша можлива різниця середніх.

12. (032) Відповідь: 
[image: image199.wmf]36
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 або 
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Розв’язання. Позначмо кут при основі великого трикутника через 
[image: image201.wmf]2
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, тоді потрібні нам кути мають такі величини (рис. 4): 
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Можливі два випадки: рівнобедреним може бути або трикутник ALB, або трикутник ACL.

Нехай рівнобедреним є 
[image: image208.wmf]ALB
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. Тоді повинна виконуватися хоча б одна з рівностей:

· 
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· 
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 — випадок неможливий.

· 
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Нехай тепер рівнобедреним є 
[image: image222.wmf]ACL

D

. Тоді має справджуватися бодай одна з рівностей:

· 
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· 
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 — випадок неможливий.

· 
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; це, втім, також неможливо, адже в цьому випадку кут при вершині 
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 мав би складати 
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13. (033) Відповідь: 
[image: image238.wmf]45
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Розв’язання. Запишімо десятицифрове число 9876543210. Для того, щоб одержати довільне восьмицифрове число із цифрами, що йдуть у порядку спадання, досить відкинути з наведеного числа довільні дві цифри; при цьому відкидаючи різні пари цифр, одержуватимемо різні восьмицифрові числа, цифри яких ідуть у порядку спадання. Тому кількість таких чисел дорівнює кількості способів відкинути дві цифри десятицифрового числа, тобто складає 
[image: image239.wmf]2

10

45

C

=

.
14. (034) Відповідь: 8.

Розв’язання. Оскільки 
[image: image240.wmf]373111
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, число вигляду 
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 ділиться на 37. Число вигляду 
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, у якого кількість цифр a ділиться на 3, кратне числу 
[image: image243.wmf]aaa

, а тому теж ділиться на 37. Тепер запишемо таку рівність: 
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Ліва частина, згідно з умовою, ділиться на 37, перші два доданки правої частини також кратні 37. Тож на 37 має ділитися й останній доданок правої частини, а це можливо лише за умови 
[image: image245.wmf]8

b

=

.

15. (035) Відповідь: три нулі; дві одиниці й нуль.
Розв’язання. Без обмеження загальності будемо вважати, що в трійці чисел (x, y, z) 
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, звідки маємо, що 
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. Обидва варіанти задовольняють умову.
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16. (036) Відповідь: 
[image: image254.wmf]34.
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Розв’язання. Уведемо позначення, як на рис. 5. 
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. Оскільки 
[image: image258.wmf]MBMC
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 (медіана, проведена до гіпотенузи, дорівнює її половині),

[image: image259.wmf]11
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Звичайно, тоді саме кут B є найменшим у трикутнику ABC.
17. (037) Відповідь: 6.

[image: image651.wmf]B

[image: image652.wmf]C

Розв’язання. Пофарбуймо квадратики в шаховому порядку та розгляньмо чорні клітини, які прилягають до зовнішньої межі квадрата 
[image: image260.wmf]44

´

. Їх 6 (рис. 6). Кожен такий квадрат повинен бути обмежений принаймні однією одиничною паличкою. Справді, якби кутовий квадрат був обмежений двома паличками довжини, більшої за 1, такі палички перетнулися б. Якщо квадрат не є кутовим, але прилягає однією стороною до межі квадрата 
[image: image261.wmf]44

´

, наприклад нижньої, то навіть якщо ні зліва, ні справа він не обмежений одиничною паличкою, згори він має бути обмежений одиничною — інакше вона перетинатиметься з котроюсь із бокових паличок. Позаяк одна одинична паличка не може обмежувати відразу два різних чорних квадрати, що прилягають до межі, одиничних паличок могло бути щонайменше 6. Приклад, який показує, що Костя міг-таки мати рівно 6 одиничних паличок, наведено на рис. 6.
18. (038) Відповідь: такого числа не існує.

Розв’язання. Позначимо шукане число як 
[image: image262.wmf]aA

, де 
[image: image263.wmf]a

 — перша цифра, а A — решта числа. Тоді має виконуватися рівність: 
[image: image264.wmf]1058
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[image: image265.wmf]Þ

 
[image: image266.wmf]105719
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. Такого бути не може, оскільки ліва частина не може ділитися на просте число 19.

19. (039) Відповідь: 10 295.

Розв’язання. Найменше п’ятицифрове число, всі цифри якого різні, — 10 234. Мінімальне число, не менше від даного, яке ділиться на 71, дорівнює 10 295. Усі цифри цього числа різні, тож воно і є шуканим.
20. (040) Відповідь: 1998.

Розв’язання. Сума внутрішніх кутів усіх утворених трикутників дорівнює сумі суми кутів 1000-кутника (вона складає 
[image: image267.wmf](10002)180
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) та добутку 
[image: image268.wmf]500360

×°

: до кожної із 500 внутрішніх точок багатокутника прилягають кути із сумою 
[image: image269.wmf]360

°

. Оскільки сума кутів одного трикутника дорівнює  
[image: image270.wmf]180

°

, кількість трикутників має складати 
[image: image271.wmf](10002)180500360
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.
Середня ліга. Вихідний рубіж 

1. Задача № 1 (001) молодша ліга вихідний рубіж. 

2. (041) Відповідь: 2005.
Розв’язання. Нехай 
[image: image272.wmf]{1,2,...,7}

Axxx

=+++

, а 
[image: image273.wmf]{1,2,...,11}
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, причому, згідно з умовою, 
[image: image274.wmf]2004
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. Тоді маємо рівність: 


[image: image275.wmf](1)(2)...(7)
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image276.wmf](1)(2)...(11)
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[image: image278.wmf]71138
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Найменший розв’язок цього рівняння в натуральних числах — 
[image: image279.wmf]7,1
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. Знайдімо його загальний розв’язок. Якщо 
[image: image280.wmf]71138
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 і 
[image: image281.wmf]00
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, то 
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, тобто 
[image: image285.wmf]00
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 для цілого числа n. Це означає, що розв’язками вихідного рівняння є пари чисел 
[image: image286.wmf]711
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 та 
[image: image287.wmf]17
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. Оскільки 
[image: image288.wmf]7112004
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, найбільше можливе значення для n — 181; найбільший елемент множини A дорівнює тоді 
[image: image289.wmf]7(711)72005

xn

+=++=

.

[image: image653.wmf]K


3. Задача № 3 (003) молодша ліга вихідний рубіж. 

4. (042) Відповідь: M — основа висоти трикутника ABC.

[image: image654.wmf]M

Розв’язання. Оскільки 
[image: image290.wmf]90

CKMCPM
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 (рис. 7), 
[image: image291.wmf]CM

 — діаметр кола, описаного навколо чотирикутника CKMP. При цьому PK — хорда кола, що стягує фіксований 
[image: image292.wmf]C

Ð

. Оскільки довжина хорди дорівнює діаметру кола, помноженому на синус кута, який вона стягує, PK має найменшу довжину тоді, коли мінімальною є довжина CM. Відрізок же CM найменший тоді, коли є висотою трикутника ABC. У такому випадку M — основа цієї висоти.
5. Задача № 5 (005) молодша ліга вихідний рубіж. 

6. Задача № 6 (006) молодша ліга вихідний рубіж. 

7. Задача № 7 (007) молодша ліга вихідний рубіж. 

[image: image655.wmf]P


8. Задача № 8 (008) молодша ліга вихідний рубіж. 

9. (043) Відповідь: 
[image: image293.wmf]1

.

Розв’язання. Сума всіх чисел таблиці з одного боку дорівнює сумі всіх стовпчиків, а з іншого боку — сумі всіх рядків, тому вона кратна кількості стовпчиків 4 і кількості рядків 5. Тоді сума чисел на використаних картках має ділитися на 20. Сума чисел на всіх картках дорівнює 61, тому невикористаною могла лишитися тільки картка з числом 1.
Наведемо також приклад, який показує, що умова задачі несуперечлива, тобто Микола справді міг відкинути картку з числом 1 і з решти 20 карток скласти потрібний прямокутник (рис. 8).
10. Задача № 10 (010) молодша ліга вихідний рубіж. 

11. (044) Відповідь: 
[image: image294.wmf]2.
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Розв’язання. Права частина рівняння визначена, лише якщо 
[image: image295.wmf]2
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. Легко переконатися, що 
[image: image296.wmf]2
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 є розв’язком рівняння. Якщо ж 
[image: image297.wmf]2
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, то 
[image: image298.wmf]5353
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, а тому не є визначеною ліва частина рівняння.
12. (045) Відповідь: 
[image: image299.wmf]15arctg(23)
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.

Розв’язання. Нехай CO — медіана, а CD — висота прямокутного трикутника ABC із прямим кутом C (рис. 9). Позначмо через R радіус описаного навколо трикутника кола. Тоді 
[image: image300.wmf]2
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[image: image656.wmf]B
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[image: image304.wmf]11
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Отже, в прямокутному 
[image: image305.wmf]COD

D

 катет 
[image: image306.wmf]CD

 вдвічі менший від гіпотенузи 
[image: image307.wmf]CO

, тому 
[image: image308.wmf]30
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. Звідси
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Задачу можна розв’язувати й інакше. Якщо a та b — катети прямокутного трикутника, його гіпотенуза дорівнює 
[image: image310.wmf]22

ab
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. Медіана, проведена до гіпотенузи, дорівнює її половині, тобто 
[image: image311.wmf]22
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. Звідси 
[image: image312.wmf]22

1

4

()

abab

+=

 
[image: image313.wmf]Þ

 
[image: image314.wmf]{23}
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. Оскільки відношення 
[image: image315.wmf]a

b

 — це тангенс одного з гострих кутів трикутника (залежно від того, який катет позначити через b, а який через a), гострі кути трикутника дорівнюють 
[image: image316.wmf]arctg(23)
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 та 
[image: image317.wmf]arctg(23)

+

. Менший із них — 
[image: image318.wmf]arctg(23)

-

.
13. (046) Відповідь: 144.

Розв’язання. Позначмо через 
[image: image319.wmf]n

a

 кількість n-цифрових чисел із заданою властивістю (шуканим значенням тоді буде 
[image: image320.wmf]10

a

). Для довільного 
[image: image321.wmf]3
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 розіб’ємо такі n-цифрові числа на дві групи: до першої віднесемо ті, що закінчуються на 5, а до другої — ті, остання цифра яких — 3.
Закреслимо в числах першої групи останню цифру 5 і одержимо 
[image: image322.wmf](1)
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-цифрові числа, що не мають сусідніх трійок.

Передостання цифра чисел другої групи не може бути трійкою, отже всі вони закінчуються цифрами 53. Закреслимо ці дві цифри і дістанемо 
[image: image323.wmf](2)
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-цифрові числа без сусідніх трійок.

Різним n-цифровим числам відповідатимуть при цьому різні 
[image: image324.wmf](1)
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- та 
[image: image325.wmf](2)
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-цифрові. До того ж кожне 
[image: image326.wmf](1)
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- та 
[image: image327.wmf](2)
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-цифрове число, що задовольняє умову, можна утворити шляхом закреслювання останніх цифр у деякого n-цифрового числа, яке також задовольняє умову (а саме — в числа, що утворене приписуванням до даного цифри 5 або цифр 53). Тоді можна записати таке співвідношення: 
[image: image328.wmf]12
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, 
[image: image329.wmf]3
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. Легко знайти перші два члени цієї послідовності: 
[image: image330.wmf]1
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, 
[image: image331.wmf]2
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. Тепер, обчислюючи послідовно наступні члени, знайдемо потрібний: 
[image: image332.wmf]10
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[image: image657.wmf]C

14. Задача № 14 (014) молодша ліга вихідний рубіж. 

15. Задача № 15 (015) молодша ліга вихідний рубіж. 

16. (047) Відповідь: 
[image: image333.wmf]20.
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Розв’язання. Продовжимо промені 
[image: image334.wmf]AO

 та 
[image: image335.wmf]AH

 до перетину з описаним колом у точках 
[image: image336.wmf]D

 та 
[image: image337.wmf]P

 відповідно (рис. 10). Оскільки 
[image: image338.wmf]AD

 — діаметр, 
[image: image339.wmf]DPAP

^

, а тому 
[image: image340.wmf]||

DPBC

. Проведемо через точку D пряму, паралельну до AP. Нехай удруге вона перетинає коло в точці E. 
[image: image341.wmf]90
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 (бо спирається на діаметр), а тому APDE — прямокутник, його центром є точка O. Звідси випливає, зокрема, що 
[image: image342.wmf]DOPEOA

Ð=Ð

, а також те, що точки A та E симетричні відносно серединного перпендикуляра до сторони BC (бо він проходить через O і паралельний до сторін AP і DE прямокутника). Тоді 
[image: image343.wmf]11
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17. Задача № 17 (017) молодша ліга вихідний рубіж. 

18. Задача № 18 (018) молодша ліга вихідний рубіж. 

[image: image658.wmf]L

19. Задача № 19 (019) молодша ліга вихідний рубіж. 

20. (048) Відповідь: 3.

Розв’язання. Нехай 
[image: image344.wmf]DE

 — середня лінія 
[image: image345.wmf]ABC

D

 (рис. 11). Тоді: 
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[image: image347.wmf]2(90)2(180)2.
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[image: image659.wmf]A

Таким чином, 
[image: image348.wmf]DO

 — бісектриса кута 
[image: image349.wmf]ADE

Ð

, тобто 
[image: image350.wmf]DE

 — дотична до вписаного кола. Тому чотирикутник 
[image: image351.wmf]ADEC

 — описаний, а отже 
[image: image352.wmf]ADCEACDE
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. Якщо підставити сюди 
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, 
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, 
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, матимемо рівність 
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з якої випливає, що 
[image: image359.wmf]3.
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Середня ліга. Заліковий рубіж 

1 Задача № 1 (021) молодша ліга заліковий рубіж. 

2. (049) Відповідь: (1, 1, 30 030), (1, 30 030, 1), (30 030, 1, 1).

Розв’язання. Друге рівняння можна переписати так: 
[image: image360.wmf]()()()0

xyyzzx
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. Отже, воно справджується тоді й лише тоді, коли якісь два числа збігаються. Втім, число 
[image: image361.wmf]3003023571113
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 не може ділитися на жоден квадрат, більший від 1, тому два числа, які збігаються, мають бути рівними 1. Тоді третє число дорівнює 30 030.
3. (050) Відповідь: 2012.

Розв’язання. Розгляньмо такі перетворення:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image363.wmf]122310061007
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[image: image364.wmf](
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,

що випливає з добре відомої нерівності для додатного числа x: 
[image: image365.wmf]11
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.
Значення 2012 досягатиметься, якщо 
[image: image366.wmf]122310061007
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. Ці рівності виконуються, коли, наприклад, 
[image: image367.wmf]121007
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4. Задача № 4 (024) молодша ліга заліковий рубіж. 

5. Задача № 5 (025) молодша ліга заліковий рубіж. 

6. Задача № 6 (026) молодша ліга заліковий рубіж. 

7. (051) Відповідь: такого подання не існує.

Розв’язання. Розгляньмо два випадки: коли серед чисел 
[image: image368.wmf]126
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 є одиниця і коли її нема. Якщо одиниці серед чисел нема, їхня сума буде неодмінно меншою за 1. Справді,
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Якщо серед чисел 
[image: image370.wmf]126
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 є одиниця, покладемо, без втрати загальності, що це 
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. Тоді 
[image: image372.wmf]123456

111111

1

nnnnnn

+++++=

 
[image: image373.wmf]Þ
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. Якщо помножити обидві частини останнього рівняння на 
[image: image375.wmf]12345
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, дістанемо: 
[image: image376.wmf]23451345124512351234
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. Але сума п’яти непарних чисел не може дорівнювати парному числу 0. Суперечність.
8. (052) Відповідь: 
[image: image377.wmf]40,40,100
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Розв’язання. Виберемо точку M на промені CB, для якої 
[image: image378.wmf]CMDA
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 (див. рис. 12). З умови 
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 випливає, що 
[image: image380.wmf]DABC
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, тому M належить відрізку BC. Із властивості бісектриси: 
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Звідси випливає, що 
[image: image384.wmf]~
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, тому, зокрема, 
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. Крім того, 
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. Позаяк 
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9. Задача № 9 (029) молодша ліга заліковий рубіж. 

10. Задача № 10 (030) молодша ліга заліковий рубіж. 

11. Задача № 11 (031) молодша ліга заліковий рубіж. 

12. Задача № 12 (032) молодша ліга заліковий рубіж. 

13. (053) Відповідь: 120.

Розв’язання. Запишімо десятицифрове число 9876543210. Для того, щоб одержати довільне трицифрове число із цифрами, що йдуть у порядку спадання, досить взяти з наведеного числа довільні три цифри і записати їх у тому ж порядку; при цьому беручи різні трійки цифр, одержуватимемо різні трицифрові числа. Тому кількість чисел, що задовольняють умову, дорівнює кількості способів обрати три цифри десятицифрового числа, тобто складає 
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14. Задача № 14 (034) молодша ліга заліковий рубіж. 

15. (054) Відповідь: 
[image: image398.wmf](

)

111

100100100

(0,0,...,0),,,...,.


Розв’язання. Без обмеження загальності будемо вважати, що для набору чисел 
[image: image399.wmf]1211
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 (те, що числа невід’ємні, випливає з того, що кожне дорівнює квадрату певного числа). Позначмо суму всіх чисел набору через S: 
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, звідки випливає, що 
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16. (055) Відповідь: 
[image: image411.wmf]30
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Розв’язання. Нехай O — середина гіпотенузи трикутника (див. рис. 13). Якщо традиційно позначити катети прямокутного трикутника через a та b, а гіпотенузу — як c, зможемо записати, що 
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 Зрозуміло, що кут при вершині A і є найменшим кутом трикутника ABC.
17. Задача № 17 (037) молодша ліга заліковий рубіж.
18. (056) Відповідь: 7125.

Розв’язання. Позначимо шукане число як 
[image: image425.wmf]aA

, де 
[image: image426.wmf]a

 — перша цифра, а A — решта числа. Якщо число має n цифр, повинна виконуватися рівність: 
[image: image427.wmf]1
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, що можливо, лише коли 
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. Тоді 
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. Подільність має місце лише при 
[image: image433.wmf]13
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, тобто коли початкове число має хоча б 4 цифри. Якщо 
[image: image434.wmf]4
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19. (057) Відповідь: 200.

Розв’язання. Запишімо такі рівності:


[image: image438.wmf](
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Оскільки дробова частина {x}, як і її квадрат, змінюється лише в межах 
[image: image439.wmf]0{}1
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, а числа 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image443.wmf]200.
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Зауважмо, що числа, які задовольняють умову, існують. Наприклад, її задовольняє 
[image: image444.wmf]200,5.
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20. Задача № 20 (040) молодша ліга заліковий рубіж.
Старша ліга. Вихідний рубіж 

1. (058) Відповідь: 144.

Розв’язання. Жодні дві із 72 клітин, які спочатку були чорними, — назвімо їх «первісночорними», — не мають спільної сторони. Тому кожна операція змінює колір тільки однієї первісночорної клітинки. Оскільки кожну таку клітину потрібно перефарбувати щонайменше двічі (спершу в зелений колір, а потім у білий), муситимемо провести не менше ніж 
[image: image445.wmf]722144
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 операції.

[image: image663.wmf]H

Покажемо тепер, що 144 операцій досить. Розіб’ємо дошку на 24 прямокутники 
[image: image446.wmf]32

´

: їх поміститься на дошці 
[image: image447.wmf]1212
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 по 4 в рядку і по 6 у стовпчику. За 6 операцій, як це показано на рис. 14, клітини одного такого прямокутника можна перефарбувати в протилежний колір. Тому за 
[image: image448.wmf]246144
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 операції вдасться перефарбувати клітинки всіх прямокутників, тобто всі клітини дошки 
[image: image449.wmf]1212
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, у протилежний колір.
2. Задача № 2 (041) середня ліга вихідний рубіж. 

3. (059) Відповідь: 
[image: image450.wmf]4

7

{}

.

Розв’язання. По n відрізаннях довжина відрізка дорівнюватиме 
[image: image451.wmf](
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, що неважко довести методом математичної індукції.
Довжина відрізка прямує до нуля: 
[image: image455.wmf](
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. Тоді згідно з лемою про вкладені відрізки є рівно одна точка, яку ніколи не буде відрізано. До того ж ця точка є границею лівих кінців відрізка: 
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4. Задача № 4 (042) середня ліга вихідний рубіж. 

5. Задача № 5 (005) молодша ліга вихідний рубіж. 

6. (060) Відповідь: 
[image: image458.wmf](1432,1),(1432,1431)

.
Розв’язання. Досить просто можна показати, що 
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: для цього досить знайти частку від ділення одного з двох сусідніх членів на інший. Для чисел 
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Перейдімо до розв’язання задачі. Маємо рівність: 
[image: image463.wmf]!
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, з якої випливає, що 
[image: image464.wmf]!179

n

M

 
[image: image465.wmf]Þ

 
[image: image466.wmf]179

n

³

. Внаслідок симетричності біноміальних коефіцієнтів (
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. Якщо 
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[image: image473.wmf]2

k

³

, то  
[image: image474.wmf]2

(1)179178

1432

22

k

nn

nn

CC

-×

³=³>

, тобто розв’язків при 
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7. (061) Відповідь: 
[image: image476.wmf]21
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Розв’язання. Скористаймося формулами: 
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Враховуючи їх, рівняння набуває такого вигляду:
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8. Задача № 8 (008) молодша ліга вихідний рубіж. 

9. Задача № 9 (043) середня ліга вихідний рубіж. 

10. Задача № 10 (010) молодша ліга вихідний рубіж. 

11. Задача № 11 (044) середня ліга вихідний рубіж. 

12. Задача № 12 (045) середня ліга вихідний рубіж. 

13. Задача № 13 (046) середня ліга вихідний рубіж. 

14. (062) Відповідь: 
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Розв’язання. Нехай 
[image: image489.wmf]1
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, звідки 
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. Тоді значення n може бути довільним.
Нехай 
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. У такому випадку рівняння набуває вигляду 
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Нехай тепер 
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тобто розв’язків при 
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15. Задача № 15 (015) молодша ліга вихідний рубіж. 

16. Задача № 16 (047) середня ліга вихідний рубіж. 

17. Задача № 17 (017) молодша ліга вихідний рубіж. 

18. (063) Відповідь: рівняння не має розв’язків.

Розв’язання. Оскільки 
[image: image508.wmf]5
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. З Великої теореми Ферма випливає, що таке рівняння не може мати розв’язків. 

19. (064) Відповідь: 
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Розв’язання. Позначимо шуканий вираз як F(n): 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image515.wmf](
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Тому 
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Зауважимо також, що функція, яка задовольняє умову задачі, існує — це функція сполук 
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20. Задача № 20 (048) середня ліга вихідний рубіж. 

Старша ліга. Заліковий рубіж 

1 Задача № 1 (021) молодша ліга заліковий рубіж. 

2. (065) Відповідь: 
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Розв’язання. Перепишімо систему в такому вигляді:
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Якщо перемножити перші два рівняння, одержимо: 
[image: image522.wmf]3
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 Звідси маємо, що 
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Внаслідок симетричності всіх рівнянь відносно змінних x, y та z можемо розглянути лише такі три випадки (усі решта виникають після перестановки змінних):
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Випишемо розв’язки кожної з трьох систем: це 
[image: image527.wmf](1,1,2)
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 та 
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 відповідно. Перевірмо тепер, чи в кожному випадку існує відповідне w. 

· Перший випадок: 
[image: image530.wmf]1,2
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 із першого рівняння 
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. Легко пересвідчитися, що для таких значень змінних решта два рівняння також задовольняються. 

· Другий випадок: 
[image: image535.wmf]1,0
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 із першого рівняння 
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. Тоді третє рівняння не виконується, отже розв’язку цей випадок не дає. 

· Третій випадок: 
[image: image540.wmf]2,0,1
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 із першого рівняння 
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. І знов третє рівняння не виконується, розв’язку нема.

Отже, враховуючи симетричність, відповіддю є такий набір четвірок: 
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[image: image546.wmf](1,2,1,1)
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, 
[image: image547.wmf](2,1,1,1)
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.

3 Задача № 3 (050) середня ліга заліковий рубіж. 

4. (066) Відповідь: 1, 2, 3.

Розв’язання. Позначимо кути трикутника як 
[image: image548.wmf]a

, 
[image: image549.wmf]b

 та 
[image: image550.wmf]g

. Тоді 
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. Оскільки, згідно з умовою, всі три тангенси — натуральні числа, тепер достатньо розв’язати в натуральних числах рівняння: 
[image: image555.wmf]abcabc
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. Нехай 
[image: image556.wmf]abc
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. Є лише три пари 
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, які задовольняють цю умову: (1, 1), (1, 2) та (1, 3). Якщо послідовно підставити їх у рівність 
[image: image562.wmf]abcabc
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, матимемо відповідно 
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. Перше рівняння суперечливе, а третє дає 
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, що не відповідає припущенню 
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. Другий варіант рівняння дає розв’язок 
[image: image568.wmf]1
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, тому трикутник із кутами 
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 матиме тангенси кутів, що дорівнюють 1, 2 і 3 відповідно.
5. Задача № 5 (025) молодша ліга заліковий рубіж. 

6. Задача № 6 (026) молодша ліга заліковий рубіж. 

7. Задача № 7 (051) середня ліга заліковий рубіж. 

8. Задача № 8 (052) середня ліга заліковий рубіж. 

9. Задача № 9 (029) молодша ліга заліковий рубіж. 

10. Задача № 10 (030) молодша ліга заліковий рубіж. 

11. Задача № 11 (031) молодша ліга заліковий рубіж. 

12. (067) Відповідь: 
[image: image577.wmf]17.


Розв’язання. Позначимо сторони трикутника через a, b, c. З теореми Вієта маємо такі рівності: 


[image: image578.wmf]10,
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Тепер скористаймося формулою Герона (тут через p позначено півпериметр трикутника, тобто 
[image: image579.wmf]1
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.
Зауважимо, що наведене в умові рівняння справді має три різні дійсні корені, які є сторонами трикутника: 2,5, 3,3 і 4,2.
13. (068) Відповідь: 252.

Розв’язання. Запишімо десятицифрове число 9876543210. Для того, щоб одержати довільне п’ятицифрове число із цифрами, що йдуть у порядку спадання, досить узяти з наведеного числа п’ять довільних цифр і записати їх у тому ж порядку; при цьому беручи різні набори з п’яти цифр, одержуватимемо різні п’ятицифрові числа, а кожне п’ятицифрове число, що задовольняє умову, можна утворити в такий спосіб. Тому шукана кількість чисел дорівнює кількості способів вибрати п’ять цифр десятицифрового числа, тобто складає 
[image: image582.wmf]5
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14. (069) Відповідь: 8.

Розв’язання. Позаяк 
[image: image583.wmf]373111
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, число вигляду 
[image: image584.wmf]0010101(111001111110)11191
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 ділиться на 37. Число вигляду 
[image: image585.wmf]0...0
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, у якого кількість цифр a ділиться на 3, кратне числу 
[image: image586.wmf]00
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, а тому теж ділиться на 37. Тепер запишемо таку рівність: 
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Ліва частина, згідно з умовою, ділиться на 37, перші два доданки правої частини також кратні 37 (кількість цифр 3 та 5 у них складає по 
[image: image588.wmf]10083

M

). Тож на 37 має ділитися й останній доданок правої частини, а це можливо лише за умови 
[image: image589.wmf]8
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.

15 Задача № 15 (054) середня ліга заліковий рубіж. 

16. (070) Відповідь: 2012.

Розв’язання. Слід розглянути два випадки: коли площина цілком містить одне з ребер піраміди і коли не містить жодного. Перебравши всі припустимі розташування площини в першому випадку, можна зрозуміти, що вона може перетнути щонайбільше три ребра, якщо містить бічне ребро піраміди (тоді, коли збігається з бічною гранню), або щонайбільше 2011, якщо містить ребро основи (у випадку, коли збігається з основою).

Нехай тепер площина не містить жодного ребра піраміди. Тоді кожен перетин нею ребра — вершина багатокутника, який є перетином площини із поверхнею піраміди. Такий багатокутник не може мати сторін (а отже й вершин) більше, ніж у піраміди є граней — 2012. Таким чином, площина може перетинати не більше ніж 2012 ребер.

Залишається навести приклад площини, яка перетинає рівно 2012 ребер. Це, приміром, може бути площина, що проходить через середину висоти піраміди та середини двох сусідніх ребер основи. Щоб переконатися, що вона перетинає 2012 ребер, слід спершу уявити площину, яка проходить через середину висоти та паралельна до основи піраміди, а потім, «закріпивши» на середині висоти, подумки опускати одну її частину, поки площина не досягне кінцевого положення. Спершу площина перетинатиме 2011 бічних ребер; у момент, коли досягне однієї з вершин основи, перестане перетинати одне з ребер, зате вже наступної миті почне перетинати два додаткових ребра основи.
17. Задача № 17 (037) молодша ліга заліковий рубіж. 

18. (071) Відповідь: 1025.

Розв’язання. Вважатимемо, що 
[image: image590.wmf]1
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. Нехай 
[image: image591.wmf]12
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, де 
[image: image592.wmf]0

p

³

, а 
[image: image593.wmf]q

 — непарне.

Припустімо спершу, 
[image: image594.wmf]1
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. Оскільки саме число k дає остачу 1 від ділення на q, то й будь-який його степінь матиме таку властивість. Запишемо на дошці довільне число, яке в разі ділення на q дає остачу, відмінну від одиниці. Покажемо, що за такої умови Дмитрик не зможе досягти мети: Сашко завжди зможе записувати на дошці число, що дає остачу, відмінну від 1, при діленні на q, тобто число, що не може бути степенем k. Справді, нехай у якийсь момент на дошці було записане число 
[image: image595.wmf]1(mod)
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. Припустимо, Дмитрик назвав число x. Тоді Сашко буде змушений записати число, що дає остачу 1 при діленні на q, лише за умови, що обидва числа 
[image: image596.wmf]ax
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 та 
[image: image597.wmf]ax
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 мають таку властивість. Але тоді 
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. Тому такого бути не може. Таким чином, якщо 
[image: image603.wmf]1
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, на дошці можна записати першим таке число, що Дмитрик досягти мети не зможе.
Нехай тепер 
[image: image604.wmf]1
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, тобто 
[image: image605.wmf]21
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. Покажемо, що в такому випадку Дмитрик завжди може забезпечити потрібний результат. Доведімо це індукцією за показником степеня p.
База індукції: 
[image: image606.wmf]0
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, 
[image: image607.wmf]2
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. Дмитрик може діяти таким чином: якщо на дошці записане число 
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, він називає число 
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. У такому разі: 
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Хай яке із цих двох чисел запише Сашко, непарний множник коло степені двійки зменшиться — із 
[image: image613.wmf]21
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 до 
[image: image614.wmf]1
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, v або й меншого числа (бо 
[image: image615.wmf]1
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 чи v самі можуть виявитися парними). Таким чином, відповідний непарний множник коли-небудь стане рівним 1. У цей момент на дошці буде записано степінь числа 
[image: image616.wmf]2
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Індукційний перехід. Нехай твердження доведене для 
[image: image617.wmf]21
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, доведемо його для числа 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image619.wmf]21
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. Нехай Дмитрик уже дістав степінь числа k (він може це зробити згідно з індукційним припущенням). Цей степінь має форму 
[image: image620.wmf]0
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. Покажемо, як із числа 
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, дістати число такого ж вигляду, але із на одиницю меншим показником степеня числа k. Дмитрик має назвати 
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. Тоді Сашко муситиме записати одне з двох чисел:
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Слід зауважити, що числа k і 
[image: image627.wmf]21
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 — взаємно прості, причому обидва більші за 1. Тому будь-яке натуральне число a можна подати у формі 
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 щонайбільше в один спосіб. Це означає, що з числа 
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 Дмитрик рівно за u ходів зможе дістати число, що має форму 
[image: image630.wmf]0
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, тобто є степенем числа n. Це завершує доведення індукційного переходу.
Таким чином, нам лишається знайти найбільше число вигляду 
[image: image631.wmf]21
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, що не перевищує 2011. Таким числом є 1025.
19. (072) Відповідь: 
[image: image632.wmf](1,0,1000),(3,2,1002).
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Розв’язання. Систему можна переписати в такий спосіб:
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Оскільки числа 
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 — цілі, а їхній добуток дорівнює 2, то одне з них — це 
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. Маємо два відповідні випадки, у кожному з яких решта змінних відновлюються однозначно:
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В обох випадках за знайдених значень змінних усі три рівняння системи справджуються. Тож маємо відповідь до задачі — пару розв’язків 
[image: image643.wmf](1,0,1000)

 і 
[image: image644.wmf](3,2,1002).

---


20. Задача № 20 (040) молодша ліга заліковий рубіж.
Рис. 1
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Рис. 2
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Рис. 3





Рис. 4 
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Рис. 5 
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Рис. 6 





Рис. 7 
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Рис. 8





Рис. 9 
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Рис. 10 
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Рис. 11 
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Рис. 12 
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Рис. 13 
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Рис. 14 
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