
Òðåòèé ýòàï Âñåóêðàèíñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
(Õàðüêîâñêàÿ îáëàñòü) 3 ôåâðàëÿ 2014 ãîäà

7 êëàññ (óêàçàíèÿ äëÿ æþðè)
1. Ðàçðåæüòå êâàäðàò 4 × 4 ïî ëèíèÿì ñåòêè íà 9 ïðÿìîóãîëüíèêîâ òàê, ÷òîáû ðàâíûå

ïðÿìîóãîëüíèêè íå ñîïðèêàñàëèñü íè ñòîðîíàìè, íè âåðøèíàìè.
Óêàçàíèå: Ðàçðåçàòü êâàäðàò ìîæíî, íàïðèìåð, òàê:

2. Íà ñêëàäå íàõîäèëîñü 25 áåëûõ ñòåêëÿííûõ ÷àøåê è 35 ÷¼ðíûõ ôàðôîðîâûõ. Êàæäàÿ
ñòåêëÿííàÿ ÷àøêà ïðè ïàäåíèè ðàçáèâàåòñÿ íà 7 îñêîëêîâ, à êàæäàÿ ôàðôîðîâàÿ � íà 8 îñêîë-
êîâ. Ñòîðîæ ïåðåêðàñèë íåñêîëüêî ñòåêëÿííûõ ÷àøåê â ÷¼ðíûé öâåò, à íåñêîëüêî ôàðôîðîâûõ �
â áåëûé, ïîñëå ÷åãî ñëó÷àéíî ðàçáèë âñå ÷àøêè. Ìîãëî ëè îáðàçîâàòüñÿ îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî
áåëûõ è ÷¼ðíûõ îñêîëêîâ? Îòâåò îáîñíóéòå.
Îòâåò: Íå ìîãëî.
Óêàçàíèå: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷åðíûõ è áåëûõ îñêîëêîâ îáðàçîâàëîñü ðàâíîå êîëè÷åñòâî. Îáîçíà-
÷èì a � êîëè÷åñòâî ñòåêëÿííûõ ÷àøåê, êîòîðûå ñòîðîæ ïåðåêðàñèë â ÷åðíûé öâåò, à b � êîëè÷å-
ñòâî ôàðôîðîâûõ ÷àøåê, êîòîðûå ñòîðîæ ïåðåêðàñèë â áåëûé öâåò. Òîãäà ÷åòíûõ îñêîëêîâ âñåãî
7a+8(35−b), à áåëûõ 7(25−a)+8b. Äîëæíî áûòü âûïîëíåíî ðàâåíñòâî 7a+8(35−b) = 7(25−a)+8b,
ò. å. 8(35 − 2b) = 7(25 − 2a). Âèäíî, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà � ÷åòíàÿ, à ïðàâàÿ �
íå÷åòíàÿ, ñëåäîâàòåëüíî òàêîå ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî.

3. Ñåð¼æà ïîêðàñèë âñå öåëûå ÷èñëà â íåñêîëüêî öâåòîâ òàê, ÷òî ÷èñëà, ðàçíîñòü êîòîðûõ
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì, ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî öâåòîâ ìîãëî
áûòü èñïîëüçîâàíî? Îòâåò îáîñíóéòå.
Îòâåò: 4 öâåòà.
Óêàçàíèå: Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ÷åòûðåõ öâåòîâ Ñåðåæå õâàòèò. Äåéñòâèòåëüíî, ïîêðàñèì â
ïåðâûé öâåò ÷èñëà âèäà 4k + 1, âî âòîðîé öâåò � âèäà 4k + 2, â òðåòèé � 4k + 3, â ÷åòâåðòûé �
4k (âñþäó k � öåëîå ÷èñëî). Òîãäà ðàçíîñòü ìåæäó îäíîöâåòíûìè ÷èñëàìè âñåãäà äåëèòñÿ íà 4, à,
çíà÷èò, íå ìîæåò îêàçàòüñÿ ïðîñòîé.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìåíüøåãî ÷èñëà öâåòîâ íå õâàòèò. Ðàññìîòðèì ÷èñëà 1, 3, 6, 8. Íåñëîæíî
ïðîâåðèòü, ÷òî ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ èç ýòèõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
íèêàêèå äâà èç ýòèõ ÷åòûðåõ ÷èñåë íå ìîãóò áûòü îäíîãî öâåòà, ñëåäîâàòåëüíî öâåòîâ äîëæíî áûòü
õîòÿ áû 4.

4. Â êëóáå 30 äæåíòëüìåíîâ. Ó êàæäîãî äæåíòëüìåíà åñòü øëÿïà. Îäíàæäû êàæäûé äæåíòëü-
ìåí îòïðàâèë ñâîþ øëÿïó êàêîìó-òî äðóãîìó äæåíòëüìåíó (äæåíòëüìåí ìîã ïîëó÷èòü áîëåå
îäíîé øëÿïû). Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü 10 äæåíòëüìåíîâ òàê, ÷òîáû íè îäèí èç íèõ íå
îòïðàâëÿë äðóãîìó øëÿïó.
Óêàçàíèå: Ðàññìîòðèì íåêîòîðîãî äæåíòëüìåíà D1. Ïóñòî îí îòïðàâèë øëÿïó äæåíòëüìåíó D2,
äæåíòëüìåí D2 îòïðàâèë øëÿïó äæåíòëüìåíó D3 è ò. ä. Ïîñêîëüêó äæåíòëüìåíîâ êîíå÷íîå ÷èñëî,
òî äëÿ íåêîòîðûõ n è k (n ≥ k) äæåíòëüìåíû Dk è Dn+1 ñîâïàäóò (äðóãèìè ñëîâàì äæåíòëüìåí Dn

îòïðàâèë øëÿïó äæåíòëüìåíó Dk). Íàçîâåì äæåíòëüìåíîâ D1, D2, . . . , Dn � öåïî÷êîé. Ïîêðàñèì
äæåíòëüìåíîâ â òðè öâåòà: D1, D3, D5, . . . â ïåðâûé öâåò, D2, D4, D6, . . . âî âòîðîé öâåò. Òåïåðü
ïîñìîòðèì, íà öâåòà äæåíòëüìåíîâ Dn è Dk. Åñëè îíè îêàçàëèñü îäíîãî öâåòà, òî ïåðåêðàñèì
äæåíòëüìåíà Dn â òðåòèé öâåò. Åñëè æå äæåíòëüìåíû Dn è Dk ñðàçó îêàçàëèñü ïîêðàøåíû â
ðàçíûå öâåòà, òî íèêîãî ïåðåêðàøèâàòü íå áóäåì.
Ðàññìîòðèì òåïåðü êàêîãî-òî åùå íå ïîêðàøåííîãî äæåíòëüìåíà E1. Ïóñòü îí îòïðàâèë øëÿïó
äæåíòëüìåíó E2. Äæåíòëüìåí E2 îòïðàâèë øëÿïó äæåíòëüìåíó E3 è ò. ä. Åñëè ìû â ýòîé öåïî÷êå
íå âñòðåòèì íè îäíîãî óæå ïîêðàøåííîãî äæåíòëüìåíà, òî ïîêðàñèì èõ òàê æå, êàê è öåïî÷êó D1,
D2, . . . .



Åñëè æå êàêîé-òî äæåíòëüìåí Em îêàæåòñÿ óæå ïîêðàøåí (ïóñòü ýòî ïåðâûé ïîêðàøåíåûé
äæåíòëüìåí â ýòîé öåïî÷êå), òî ìû ïîïàäàåì â óæå ïîêðàøåííóþ ðàíåå öåïî÷êó, ñëåäîâàòåëüíî
çàìûêàåòñÿ îíà òîæå â ïîêðàøåííîì äæåíòëüìåíå (ò. å. íè ê îäíîìó èç E1, E2, . . . , Em−1 ìû íå
âåðíåìñÿ). Ïóñòü äæåíòëüìåí Em ïîêðàøåí â ïåðâûé öâåò. Ïîêðàñèì òîãäà äæåíòëüìåíîâ E1, E2,
. . . , Em−1 âî âòîðîé è òðåòèé öâåòà ÷åðåç îäèí. Äàëüøå ñíîâà âûáåðåì íåïîêðàøåííîãî äæåíòëü-
ìåíà è ïðîäåëàåì òó æå îïåðàöèþ ïîêðàñêè. Çàìåòèì, ÷òî ìû äåéñòâîâàëè òàê, ÷òî íèêàêîé èç
äæåíòëüìåíîâ íå îòïðàâëÿë øëÿïó äæåíòëüìåíó òîãî æå öâåòà.
Äæåíòëüìåíîâ âñåãî 30, ïîêðàøåíû îíè â òðè öâåòà, ñëåäîâàòåëüíî äæåíòëüìåíîâ îäíîãî èç öâåòîâ
íå ìåíåå 10. Èõ ìû è âûáåðåì.



Òðåòèé ýòàï Âñåóêðàèíñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
(Õàðüêîâñêàÿ îáëàñòü) 3 ôåâðàëÿ 2014 ãîäà

8 êëàññ (óêàçàíèÿ äëÿ æþðè)
1. Äåëåãàöèÿ íåêîòîðîé ñòðàíû íà Îëèìïèéñêèõ èãðàõ áóäåò ñîñòîÿòü èç ñïîðòñìåíîâ è ÷è-

íîâíèêîâ. Ñðåäíèé âîçðàñò ñïîðòñìåíîâ íà íà÷àëî îëèìïèàäû ñîñòàâèò 22 ãîäà, à ÷èíîâíèêîâ �
47 ëåò. Ïðè ýòîì ñðåäíèé âîçðàñò âñåõ ÷ëåíîâ äåëåãàöèè îêàæåòñÿ ðàâíûì 41 ãîäó. Êàêîâà â
ýòîé äåëåãàöèè äîëÿ ÷èíîâíèêîâ? Îòâåò îáîñíóéòå.
Îòâåò: 19

25
= 0, 76.

Óêàçàíèå: Ïóñòü â äåëåãàöèè a ñïîðòñìåíîâ è b ÷èíîâíèêîâ. Òîãäà ñóììàðíûé âîçðàñò ñïîðò-
ñìåíîâ ðàâåí 22a, à ÷èíîâíèêîâ 47b. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ñóììàðíûé âîçðàñò âñåõ ÷ëåíîâ äå-
ëåãàöèè ðàâåí 22a + 47b, ñëåäîâàòåëüíî 22a + 47b

a + b
= 41. Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî b =

19

6
a, îòêóäà

b

a + b
=

19

25
= 0, 76.

2. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ óïðîù¼ííûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ðîâíî äâóõ
ïðîñòûõ ÷èñåë (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ). Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ïîñëåäîâàòåëüíûõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ìîæåò îêàçàòüñÿ óïðîù¼ííûìè? Îòâåò îáîñíóéòå.
Îòâåò: Òðè.
Óêàçàíèå: Ïðèâåäåì ïðèìåð òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ óïðîùåí-
íûì: 33 = 3 · 11, 34 = 2 · 17, 35 = 5 · 7.
Ïîêàæåì, ÷òî ÷åòûðå ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà íå ìîãóò îêàçàòüñÿ óïðîùåííûìè. Äåé-
ñòâèòåëüíî, îäíî èç ýòèõ ÷èñåë îáÿçàòåëüíî äåëèòñÿ íà 4. Åäèíñòâåííîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 4 è
ÿâëÿþùååñÿ óïðîùåííûì, ýòî ÷èñëî 4. Íî ÷èñëà 3 è 5 óïðîùåííûìè íå ÿâëÿþòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî
4 íå ìîæåò âõîäèòü íè â êàêóþ óïðîùåííóþ ÷åòâåðêó.

3. Íà ñòîðîíàõ AB è AD âïèñàííîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD îòìå÷åíû òî÷êè P è Q
ñîîòâåòñòâåííî òàêèì îáðàçîì, ÷òî AP = CD, AQ = BC. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê PQ äåëèòñÿ
äèàãîíàëüþ AC ïîïîëàì.
Óêàçàíèå: I ñïîñîá: Ïðîäëèì îòðåçîê AQ çà òî÷êó A íà åãî äëèíó äî òî÷êè T . Çàìåòèì, ÷òî
∠TAB = 180◦ − ∠BAD, à òàêæå ∠BCD = 180◦ − ∠BAD, ñëåäîâàòåëüíî ∠TAB = ∠BCD.
îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî òðåóãîëüíèêè TAP è BCD ðàâíû ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè. Â
÷àñòíîñòè ∠PTA = ∠CBD. Óãëû CBD è CAD ðàâíû, ò. ê. îíè îïèðàþòñÿ íà îäíó äóãó. Òîãäà
∠PTA = ∠CAD, ñëåäîâàòåëüíî TP ‖ AC. Íî ïðÿìàÿ AC ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó îòðåçêà TQ,
à, çíà÷èò, ñîäåðæèò ñðåäíþþ ëèíèþ òðåóãîëüíèêà TPQ. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî äèàãîíàëü AC äåëèò
îòðåçîê PQ ïîïîëàì.
II ñïîñîá: Îòìåòèì íà ïðÿìîé AC òàêóþ òî÷êó S, ÷òî PS ‖ AD. Òîãäà ∠APS = 180◦ − ∠BAD
è ∠BCD = 180◦ − ∠BAD îòêóäà ∠APS = ∠BCD. Êðîìå òîãî ∠PAS = ∠CDB è AP = CD.
Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî òðåóãîëüíèêè APS è DCB ðàâíû ïî ñòîðîíå è äâóì óãëàì. Òîãäà PS =
BC = AQ. Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå APSQ ñòîðîíû AQ è PS ðàâíû è ïàðàëëåëüíû, ñëåäîâàòåëüíî
APSQ � ïàðàëëåëîãðàìì è åãî äèàãîíàëè äåëÿòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïîïîëàì. Îòñþäà ñëåäóåò
òðåáóåìîå.

4. Â îäíîêðóãîâîì òóðíèðå ó÷àñòâîâàëè 2n êîìàíä (êàæäàÿ êîìàíäà ñûãðàëà ñ êàæäîé ðîâ-
íî ïî îäíîìó ðàçó). Ïîñëå îêîí÷àíèÿ òóðíèðà îêàçàëîñü, ÷òî êàæäàÿ êîìàíäà ñûãðàëà âíè÷üþ
ñòîëüêî æå èãð, ñêîëüêî è âûèãðàëà. Ïðè êàêèõ n òàêîå ìîãëî ñëó÷èòüñÿ? Îòâåò îáîñíóéòå.
Îòâåò: Ïðè âñåõ n, äàþùèõ ïðè äåëåíèè íà 3 îñòàòîê 0 èëè 2.
Óêàçàíèå: Ïðîíóìåðóåì êîìàíäû. Ïóñòü ai, bi è ci � êîëè÷åñòâî ïîáåä, íè÷üèõ è ïîðàæåíèé ñîîò-
âåòñòâåííî ó êîìàíäû ñ íîìåðîì i. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è ai = bi äëÿ âñåõ i îò 1 äî 2n. Ñëåäîâàòåëüíî,
a1 + a2 + . . . + a2n = b1 + b2 + . . . + b2n = S. À òàê êàê îáùåå êîëè÷åñòâî ïîðàæåíèé ðàâíî îáùåìó
êîëè÷åñòâó ïîáåä, òî è c1 + c2 + . . . + c2n = S. Òàêèì îáðàçîì,

a1 + a2 + . . . + a2n + b1 + b2 + . . . + b2n + c1 + c2 + . . . + c2n = 3S.



Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ðàâíà óäâîåííîìó êîëè÷åñòâó èãð â òóðíèðå.
Êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíî 2n(2n− 1). Ñëåäîâàòåëüíî, 3S = 2n(2n− 1). Òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü
ýòîãî ðàâåíñòâà êðàòíà 3, òî èëè n èëè 2n− 1 êðàòíî 3. Òî åñòü èëè n = 3k èëè n = 3k + 2.
1) n = 3k + 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîìàíäà ñ íîìåðîì i âûèãðàëà ó êîìàíä ñ íîìåðàìè i + 1, i + 2,
. . . , i + 2k + 1, ïðîèãðàëà êîìàíäàì ñ íîìåðàìè i − 1, i − 2, . . . , i − (2k + 1) è ñûãðàëà âíè÷üþ
ñ îñòàëüíûìè 2k + 1 êîìàíäîé (áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íîìåðà êîìàíä öèêëè÷íû, òî åñòü êîìàíäà ñ
íîìåðîì 2n + 1 � ýòî ïåðâàÿ êîìàíäà è òàê äàëåå). Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòîì ó êàæäîé êîìàíäû
ïîðîâíó è ïîáåä è íè÷üèõ.
2) n = 3k. Òîãäà îáùåå êîëè÷åñòâî êîìàíä äåëèòñÿ íà 6. Ðàçîáüåì êîìàíäû íà ãðóïïû ïî 6.

Ïðèâåäåì ïðèìåð òàáëèöû äëÿ øåñòè êîìàíä:

1 2 3 4 5 6
1 0,5 0 0 1 0
2 0,5 0,5 1 0 1
3 1 0,5 0,5 0 1
4 1 0 0,5 0,5 1
5 0 1 1 0,5 0,5
6 1 0 0 0 0,5

Ëåãêî âèäåòü,

÷òî â ýòîì ñëó÷àå ó âñåõ êîìàíä îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî íè÷üèõ è ïîðàæåíèé. Òåïåðü ïîêàæåì êàê
äîëæíû ñûãðàòü ìåæäó ñîáîé êîìàíäû èç ðàçíûõ øåñòåðîê. Ïðîíóìåðóåì øåñòåðêè ÷èñëàìè 1,
2, . . . , k. Ïóñòü â ìàò÷àõ êîìàíä èç ðàçíûõ øåñòåðîê êîìàíäà i èç øåñòåðêè ñ ìåíüøèì íîìåðîì
âûèãðàëà ó êîìàíä ñ íîìåðàìè i è i + 1, ïðîèãðàëà êîìàíäàì i − 2 è i − 1 è ñûãðàëà âíè÷üþ
ñ îñòàëüíûìè äâóìÿ êîìàíäàìè èç øåñòåðêè ñ áîëüøèì íîìåðîì (íóìåðàöèÿ êîìàíä â øåñòåðêå
ñ÷èòàåòñÿ öèêëè÷íîé). Î÷åâèäíî, ÷òî ðàâåíñòâî íè÷üèõ è ïîðàæåíèé îñòàåòñÿ âûïîëíåííûì äëÿ
âñåõ êîìàíä.



Òðåòèé ýòàï Âñåóêðàèíñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
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9 êëàññ (óêàçàíèÿ äëÿ æþðè)
1. Òàíÿ ñîñòàâèëà èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 22 îäèííàäöàòü äðîáåé (êàæäîå ÷èñëî

èñïîëüçîâàíî ðîâíî îäèí ðàç è ñòîèò ëèáî â ÷èñëèòåëå, ëèáî â çíàìåíàòåëå êàêîé-òî äðîáè).
Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî öåëûõ ÷èñåë ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ ó Òàíè? Îòâåò îáîñíóéòå.
Îòâåò: 10.
Óêàçàíèå: Ðàññìîòðèì ÷èñëà 13, 17, 19. Ýòè ÷èñëà � ïðîñòûå è ñðåäè îñòàëüíûõ ÷èñåë íåò òåõ,
êîòîðûå áû íà íèõ äåëèëèñü. Îíè ñàìè ìîãóò ðàçäåëèòüñÿ òîëüêî íà ÷èñëî 1. Ò. î., ïî êðàéíåé ìåðå
îäíà íå öåëàÿ äðîáü îáÿçàòåëüíî áóäåò ñîñòàâëåíà. Ïîêàæåì òåïåðü êàê ñîñòàâèòü 11 äðîáåé, 10
èç êîòîðûõ öåëûå:
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2.Ñóùåñòâóþò ëè íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b, c òàêèå, ÷òî êàæäîå èç òð¼õ ÷èñåë a2 + b + c,
a + b2 + c, a + b + c2 ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì? Îòâåò îáîñíóéòå.
Îòâåò: Íå ñóùåñòâóþò.
Óêàçàíèå: Ïðåäïîëîæèì, òàêàÿ òðîéêà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñóùåñòâóåò. Òîãäà ÷èñëî a2 + b + c
ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì è a2+b+c > a2. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî a2+b+c ≥ (a+1)2 = a2+2a+1,
ò. å. b+c ≥ 2a+1. Àíàëîãè÷íî a+c ≥ 2b+1 è a+b ≥ 2c+1. Ñêëàäûâàÿ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì
2a + 2b + 2c ≥ 2a + 2b + 2c + 3, ÷òî íåâîçìîæíî.

3. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC (AC = BC) íà ñòîðîíå BC âûáðàíà òî÷êà D òàê,
÷òî BD = 2CD. Íà îòðåçêå AD âûáðàíà òî÷êà P òàê, ÷òî ∠BPD = ∠BAC. Äîêàæèòå, ÷òî
∠CPB = 90◦.
Óêàçàíèå: Ïðîäëèì ñòîðîíó AC òðåóãîëüíèêà çà òî÷êó C íà åå äëèíó äî òî÷êè Q. Â òðåóãîëüíèêå
AQB îòðåçîê BC ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé, à òî÷êà D äåëèò åå â îòíîøåíèè 2 : 1, ñëåäîâàòåëüíî D �
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà AQB. Ïóñòü H � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AD ñ BQ. Òîãäà
H � ñåðåäèíà îòðåçêà BQ. Êðîìå òîãî CQ = AC = BC, ñëåäîâàòåëüíî CH ⊥ BQ. Îòðåçîê CH
ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåé ëèíèåé òðåóãîëüíèêà AQB, ñëåäîâàòåëüíî CH ‖ AB, à, çíà÷èò, ∠HCB = ∠ABC.
Íî ∠ABC = ∠BAC = BPD, ò. å. ∠HCB = ∠HPB. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê
PCHB âïèñàííûé, à ïîñêîëüêó ∠CHB = 90◦, òî ∠CPB = 90◦.

4. Â ãðóïïå èç 2013 ëþäåé ëþáûå äâîå èìåþò ðîâíî îäíîãî îáùåãî çíàêîìîãî. Äîêàæèòå,
÷òî â ýòîé ãðóïïå íàéä¼òñÿ ÷åëîâåê, çíàêîìûé ñî âñåìè îñòàëüíûìè.
Óêàçàíèå: Âûáåðåì ÷åëîâåêà ó êîòîðîãî íàèáîëüøåå ÷èñëî çíàêîìûõ. Íàçîâåì åãî A. Ïóñòü B1,
B2, . . . , Bn � åãî çíàêîìûå. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ó A áîëüøå äâóõ çíàêîìûõ, ò. å. n ≥ 3. Ïîñêîëüêó ó A
è Bi äîëæåí áûòü ðîâíî îäèí îáùèé çíàêîìûé, òî âñå Bi (i = 1, n) ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû çíàêîìûõ.
Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ìîæíî ïîêàçàòü ÷òî êàæäûé ÷åëîâåê ãðóïïû èìååò ÷åòíîå ÷èñëî çíàêîìûõ.
Òîãäà n = 2k è ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî B1 çíàêîì ñ B2, B3 çíàêîì ñ B4, . . . , Bn−1 çíàêîì ñ Bn. Åñëè
A çíàêîì ñî âñåìè îñòàëüíûìè ëþäüìè ãðóïïû, òî òðåáîâàíèå çàäà÷è âûïîëíåíî. Ïðåäïîëîæèì â
êîìïàíèè åñòü ëþäè, îòëè÷íûå îò B1, . . . , Bn. Òîãäà êàæäûé èç íèõ èìååò ñ A îáùåãî çíàêîìîãî,
ò. å. çíàêîì ñ îäíèì èç Bi. Ðàçäåëèì îñòàëüíûõ ëþäåé íà n ãðóïï Φ1, Φ2, . . . , Φn òàêèì îáðàçîì,
÷òî â ãðóïïó Φi âõîäÿò ëþäè çíàêîìûå ñ Bi. Â ñèëó íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ íå âñå ãðóïïû Φi

ïóñòû. Ïóñòü ri � ÷èñëî ëþäåé â ãðóïïå Φi. Ïóñòü â Φ1 åñòü ÷åëîâåê C. Ó C è B3 äîëæåí áûòü
ðîâíî îäèí îáùèé çíàêîìûé. Ýòî íå ìîæåò áûòü A èëè B4, ñëåäîâàòåëüíî ýòî ÷åëîâåê èç ãðóïïû
Φ3. Ò. î., ìåæäó ãðóïïàìè Φ1 è Φ2 ìîæåò áûòü óñòàíîâëåííî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå,
ñëåäîâàòåëüíî r1 = r3. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ri = rj äëÿ âñåõ i è j. Ïóñòü t � êîëè÷åñòâî
ëþäåé â êàæäîé èç ãðóïï Φi. Ó B1 âñåãî t + 2 çíàêîìûõ: t çíàêîìûõ â Φ1 è åùå äâà çíàêîìûõ A è
B2. Ïîñêîëüêó âñåãî ó B1 äîëæíî áûòü ÷åòíîå ÷èñëî çíàêîìûõ, òî t � ÷åòíîå ÷èñëî.
Âñåãî â ýòîé ãðóïïå 1 + n + nt ÷åëîâåê, ñëåäîâàòåëüíî n(1 + t) = 2012 = 4 · 503. ×èñëî t + 1 > 1
è ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì äåëèòåëåì 2012, ñëåäîâàòåëüíî t + 1 = 503, ò. å. t = 502. Íî òîãäà n = 4 è
÷èñëî çíàêîìûõ ó B1 áîëüøå ÷åì ó A, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó A.
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10 êëàññ (óêàçàíèÿ äëÿ æþðè)
1. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå mn−m = n3 + n2 − 5.

Îòâåò: Ïàðû (m,n) ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ (5, 0), (7, 2), (3,−2), (25, 4).
Óêàçàíèå: Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå ê âèäó m(n − 1) = n3 + n2 − 5. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî n = 1
óñëîâèþ íå óäîâëåòâîðÿåò, ñëåäîâàòåëüíî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà äîëæíà äåëèòüñÿ íà
n−1. Íî n3 +n2−5 = (n−1)(n2 +2n+2)−3, ñëåäîâàòåëüíî 3 äåëèòñÿ íà n−1. Òîãäà n−1 ìîæåò
ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ ±1 è ±3, ò. å. n ìîæåò áûòü ðàâíî 0, 2, −2, 4. Äëÿ êàæäîãî èç íèõ íàõîäèì
ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå m.

2. Â ãîðîäå N ïðîâîäèòñÿ ôóòáîëüíûé òóðíèð, â êîòîðîì êàæäàÿ êîìàíäà äîëæíà ñûãðàòü
ñ êàæäîé ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó. Ïîñëå íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà ñûãðàííûõ èãð âûÿñíèëîñü, ÷òî
ëþáûå 5 êîìàíä ìîæíî ðàñïîëîæèòü ïî êðóãó òàê, ÷òî êàæäàÿ êîìàíäà óæå ñûãðàëà ñî ñâîèìè
ñîñåäÿìè. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ñîñòàâèòü ðàñïèñàíèå òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû çà òðè äíÿ òóðíèð
çàêîí÷èëñÿ, ïðè÷¼ì êàæäûé äåíü êàæäàÿ êîìàíäà èãðàëà áû íå áîëåå îäíîãî ìàò÷à.
Óêàçàíèå: Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ êîìàíäà ìîãëà íå ñûãðàòü ìàêñèìóì äâà ìàò÷à (åñëè
åñòü êîìàíäà A è åùå òðè êîìàíäû B, C, D ñ êîòîðûìè îíà íå ñûãðàëà, òî äëÿ ïÿòåðêè A, B,
C, D, E íå âûïîëíåíî óñëîâèå çàäà÷è). Ðàññìîòðèì ãðàô â êîòîðîì âåðøèíû � ýòî êîìàíäû,
à äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå êîìàíäû åùå íå èãðàëè ìåæäó ñîáîé.
Ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íå áîëüøå äâóõ, ïîýòîìó âåñü ãðàô ðàçáèâàåòñÿ íà ïðîñòûå öèêëû è
öåïî÷êè (öèêëû áåç îäíîãî ðåáðà), òàêæå ìîãóò áûòü âåðøèíû íå ñîåäèíåííûå ñ îñòàëüíûìè (åñëè
ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìàíäà ñûãðàëà âñå ñâîè èãðû). Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ öåïî÷êó. Ïðîíóìåðóåì
êàìàíäû â íåé ÷èñëàìè îò 1 äî n. Èãðû ìåæäó êîìàíäàìè 1 è 2, 3 è 4, 5 è 6, . . . ïðîâåäåì â ïåðâûé
äåíü, à èãðû ìåæäó êîìàíäàìè 2 è 3, 4 è 5, 6 è 7 ïðîâåäåì âî âòîðîé äåíü. Ðàññìîòðèì òåïåðü
öèêë èç m âåðøèí. Èãðó ìåæäó êîìàíäàìè 1 è m íàçíà÷èì íà òðåòèé äåíü, à äëÿ îñòàëüíûõ � òàê
æå, êàê è äëÿ öåïî÷êè.

3. Ñóùåñòâóåò ëè ôóíêöèÿ f : R→ R, òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî äåéñòâèòåëüíîãî y ñóùåñòâóåò
äåéñòâèòåëüíîå x òàêîå, ÷òî f(x) = y, è ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

f(f(x)) = (x− 1)f(x) + 2 ?

Îòâåò îáîñíóéòå.
Îòâåò: Íå ñóùåñòâóþò.
Óêàçàíèå: Ïðåäïîëîæèì òàêàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ x è y îêàçàëîñü, ÷òî
f(x) = f(y). Òîãäà f(f(x)) = f(f(y)), ñëåäîâàòåëüíî (x− 1)f(x) = (y− 1)f(x). Îòñþäà ïîëó÷àåì,
÷òî ëèáî x = y, ëèáî f(x) = 0.
Ïîëîæèì x = 1. Òîãäà f(f(1)) = 2. Ñóùåñòâóåò òàêîå âåùåñòâåííîå x0, ÷òî f(x0) = 0. Òîãäà
f(f(x0)) = f(0) = (x0 − 1)f(x0) + 2 = 2. Ò. î., f(0) = f(f(1)) = 2, ñëåäîâàòåëüíî f(1) = 0.
Ïîëîæèì òåïåðü x = 0. Òîãäà f(f(0)) = f(2) = −f(0) + 2 = 0, ò. å. f(2) = 0.
Ðàññìîòðèì òàêîå âåùåñòâåííîå x1, ÷òî f(x1) = 1. Òîãäà 0 = f(1) = f(f(x1)) = (x1 − 1) + 2,
ñëåäîâàòåëüíî (x1 − 1) + 2 = 0, îòêóäà x1 = −1. Ðàññìîòðèì, íàêîíåö x2 òàêîå, ÷òî f(x2) = −1.
Òîãäà 1 = f(−1) = f(f(x2)) = −(x2 − 1) + 2, îòêóäà x2 = 2. Íî òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî f(2) = −1, à
ðàíüøå áûëî äîêàçàíî, ÷òî f(2) = 0. Ïðîòèâîðå÷èå.

4. Â ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD äèàãîíàëè AC è BD ðàâíû è ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Îêðóæ-
íîñòè ω1 è ω2 îïèñàíû âîêðóã òðåóãîëüíèêîâ ABP è CDP ñîîòâåòñòâåííî, à èõ öåíòðû îáîçíà-
÷åíû O1 è O2. Îòðåçîê BC ïîâòîðíî ïåðåñåêàåò ω1 è ω2 â òî÷êàõ S è T ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êè
M è N � ñåðåäèíû äóã SP è TP îêðóæíîñòåé ω1 è ω2, íå ñîäåðæàùèõ òî÷åê B è C. Äîêàæèòå,
÷òî MN ‖ O1O2.
Óêàçàíèå: Îáîçíà÷èì Q âòîðóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé ω1 è ω2. Ïîñêîëüêó ∠PCQ =
∠PDQ, ∠PAQ = ∠PBQ, à AC = BD, òî òðåóãîëüíèêè AQC è BQD ðàâíû. Òîãäà ∠AQC =
∠BQD, îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî ∠AQB = ∠CQD. Èç ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ òàêæå ñëåäóåò, ÷òî



AQ = QB è CQ = QD. Ò. î., òðåóãîëüíèêè AQB è CQD ðàâíîáåäðåííûå ñ ðàâíûìè óãëàìè
ïðè âåðøèíå. Òîãäà óãëû ïðè îñíîâàíèè ó íèõ òîæå ðàâíû, ò. å. ∠(AB, BQ) = ∠(QC, CD). Íî
∠(AB, BQ) = ∠(AP,PQ), à ∠(QC, CD) = ∠(QP,PD), ñëåäîâàòåëüíî ∠APQ = ∠DPQ, îòêóäà
ïîëó÷àåì, ÷òî ïðÿìàÿ PQ � áèññåêòðèñà âåðòèêàëüíûõ óãëîâ APD è BPC. Òî÷êà M � ñåðåäèíà
äóãè SP , ñëåäîâàòåëüíî BM � áèññåêòðèñà óãëà CBP . Òî÷êà N � ñåðåäèíà äóãè TP , ñëåäîâàòåëüíî
CN � áèññåêòðèñà óãëà BCP . Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî ïðÿìûå BM , CN , PQ � áèññåêòðèñû óãëîâ
òðåóãîëüíèêà BPC, à, çíà÷èò, îíè ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Îáîçíà÷èì ýòó òî÷êó I. ßñíî,
÷òî I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BPC. Ïîñêîëüêó I ëåæèò íà ïðÿìîé PQ �
ðàäèêàëüíîé îñè îêðóæíîñòåé ω1 è ω2, òî IM · IB = IN · IC, ñëåäîâàòåëüíî ÷åòûðåõóãîëüíèê
BMNC � âïèñàííûé. Òîãäà ïðÿìûå BC è MN � àíòèïàðàëëåëüíû îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ IB è
IC. Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ïðÿìàÿ PQ ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà BPC, òî îíà ïðîõîäèò ÷åðåç
ñåðåäèíó R äóãè BC îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BPC. Ïî òåîðåìå î òðèëèñòíèêå òî÷êà
R ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BIC. Òîãäà, â ñèëó àíòèïàðàëëåëüíîñòè
ïðÿìûõ BC è MN ïîëó÷àåì, ÷òî PQ ⊥ MN . Ñ äðóãîé ñòîðîíû PQ ⊥ O1O2 (ò. ê. îáùàÿ õîðäà
äâóõ îêðóæíîñòåé ïåðïåíäèêóëÿðíà èõ ëèíèè öåíòðîâ). Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî MN ‖ O1P2.



Òðåòèé ýòàï Âñåóêðàèíñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
(Õàðüêîâñêàÿ îáëàñòü) 3 ôåâðàëÿ 2014 ãîäà

11 êëàññ (óêàçàíèÿ äëÿ æþðè)
1. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ x, y, z âûïîëíåíû ðàâåíñòâà x2 + y = y2 + z = z2 + x.

Äîêàæèòå, ÷òî x3 + y3 + z3 = xy2 + yz2 + zx2.
Óêàçàíèå: Èç äàííîãî â óñëîâèè ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî x3 + xy = xy2 + zx, y3 + yz = yz2 + xy,
z3 + xz = x2z + yz. Ñëîæèì ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà: x3 + y3 + z3 + xy + xz + yz = xy2 + yz2 + zx2 +
xy + xz + yz, îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå.

2. Òèìóð äîëæåí ïîêðûòü êâàäðàòíûé êëåò÷àòûé ñòîë n × n ñàëôåòêàìè 2 × 2, èçîá-
ðàæ¼ííûìè íà ðèñóíêå. Ñàëôåòîê ó íåãî íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî. Êàæäàÿ ñàëôåòêà ìîæåò
ïîêðûâàòü ðîâíî ÷åòûðå êëåòêè ñòîëà. Âñå êëåòêè ñòîëà äîëæíû áûòü ïîêðûòû, ñàëôåòêè
ìîãóò íàêëàäûâàòüñÿ äðóã íà äðóãà, íî íå ìîãóò âûõîäèòü çà ãðàíèöó ñòîëà. Ñàëôåòêè ìîæ-
íî ïîâîðà÷èâàòü. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ÷¼ðíûõ êëåòîê ìîæåò îñòàòüñÿ âèäèìûì? Îòâåò
îáîñíóéòå.
Îòâåò: n êëåòîê.
Óêàçàíèå: Çàìåòèì, ÷òî â êàæäîì ñòîëáöå íà ñàìîé âåðõíåé ñàëôåòêå îáÿçàòåëüíî áóäåò âèäíà
÷åðíàÿ êëåòêà. Òîãäà âèäèìûìè îñòàëèñü ïî êðàéíåé ìåðå n ÷åðíûõ êëåòîê. Ìîæíî äîáèòüñÿ
òîãî, ÷òî ÷åðíûå êëåòêè îñòàíóòñÿ òîëüêî íà ãëàâíîé äèàãîíàëè (äèàãîíàëè, èäóùåé èç ëåâîãî
âåðõíåãî óãëà â ïðàâûé íèæíèé). Ïîëîæèì ñíà÷àëà ñàëôåòêó â ëåâûé íèæíèé óãîë. ×åðíûå êëåòêè
ñåé÷àñ ðàñïîëîæåíû íà äèàãîíàëè äëèíîé 2. Ïîëîæèì äâå ñàëôåòêè òàê, ÷òîáû ýòè ÷åðíûå êëåòêè
íàêðûëèñü áåëûìè, à ÷åðíûå òåïåðü áûëè ðàñïîëîæåíû íà äèàãîíàëè äëèíîé 3. Äàëüøå ñäâèíåì
÷åðíûå íà äèàãîíàëü äëèíîé 4 è ò. ä. Â èòîãå ïîëó÷èì êîíôèãóðàöèþ ïðè êîòîðîé ÷åðíûå êëåòêè
ðàñïîëîæåíû íà ãëàâíîé äèàãîíàëè è âñå êëåòêè ïîä ýòîé äèàãîíàëüþ óæå íàêðûòû ñàëôåòêàìè.
Àíàëîãè÷íî íàêðîåì ñàëôåòêàìè êëåòêè, ðàñïîëîæåííûå âûøå ãëàâíîé äèàãîíàëè.

3. Ïóñòü ω � îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC. Äðóãàÿ îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç òî÷êè A è C, ïåðåñåêàåò îòðåçêè BC è BA â òî÷êàõ D è E ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìûå AD
è CE ïîâòîðíî ïåðåñåêàþò ω â òî÷êàõ G è H ñîîòâåòñòâåííî. Êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè ω,
ïðîâåäåííûå â òî÷êàõ A è C, ïåðåñåêàþò ïðÿìóþ DE â òî÷êàõ L è M ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå,
÷òî ïðÿìûå LH è MG ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå, ïðèíàäëåæàùåé ω.
Óêàçàíèå: Îáîçíà÷èì P òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé LH è ω. Äîêàæåì, ÷òî òî÷êè E, P , B, D
ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè (òîãäà àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî è MG ïåðåñåêàåò ω â òî÷êå ñ
òàêèì æå ñâîéñòâîì, à îêðóæíîñòè îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà EBD ìîæåò èìåòü ñ ω ëèøü
îäíó îáùóþ òî÷êó, îòëè÷íóþ îò B). Çàìåòèì, ÷òî ∠LAE = ∠ACD è ∠LEA = 180◦ − ∠AED =
∠ACD. Ò. î., ∠LAE = ∠LEA, ñëåäîâàòåëüíî LE = LA. Ïî òåîðåìå î êâàäðàòå êàñàòåëüíîé
LA2 = LH · LP . Òîãäà LE 2 = LH · LP , à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî LE � êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè,
îïèñàííîé âîêðóã òðåóãîëüíèêà EHP . Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî íàïðàâëåííûõ óãëîâ ∠(EH, HP )
è ∠(DE, EP ). Íî òî÷êè H, P , B, C ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, ñëåäîâàòåëüíî ∠(EH,HP ) =
∠(CH,HP ) = ∠(CB, BP ), ò. å. âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ∠(DE, EP ) = ∠(CB, BP ) = ∠(DB, BP ), íî
ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè E, P , B, D ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

4. Ñåð¼æà õî÷åò ïîêðàñèòü âñå öåëûå ÷èñëà â íåñêîëüêî öâåòîâ òàê, ÷òîáû ÷èñëà, ðàçíîñòü
êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ñòåïåíüþ, áûëè ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà. Õâàòèò ëè åìó êîíå÷-
íîãî ÷èñëà öâåòîâ? Îòâåò îáîñíóéòå. (Òî÷íîé ñòåïåíüþ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî âèäà nk, ãäå n è k �
íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷¼ì k ≥ 2.)
Îòâåò: Íåò.
Óêàçàíèå: Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìû íàéäåì òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà a1, a2, a3, . . . , an, ÷òî ëþáàÿ
ðàçíîñòü ai − aj ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé öåëîé ñòåïåíüþ. Òîãäà öâåòîâ äîëæíî áûòü õîòÿ áû n. Ïîñòðîèâ
òàêîé íàáîð äëÿ ëþáîãî n, ïðèäåì ê ïðîòèâîðå÷èþ.
Ïîñòðîåíèå ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè. Â êà÷åñòâå áàçû âîçüìåì n = 2, a1 = 1, a2 = 2. Ïåðåõîä îò n
ê n + 1. Ïóñòü óæå ïîñòðîåíû a1, a2, . . . , an. Âîçüìåì çà an+1 ïðîèçâîëüíîå åùå íå âçÿòîå ÷èñëî.
Äëÿ äîñòèæåíèÿ óñëîâèÿ áóäåì óìíîæàòü âåñü íàáîð a1, a2, . . . , an, an+1 íà îäíî è òîæå ÷èñëî.



À èìåííî, åñëè an+1 − ai íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ñòåïåíüþ, à k1, k2, . . . , km � âñå ïîêàçàòåëè
ñòåïåíåé â íàøåé êîíñòðóêöèè, òî óìíîæèâ âñå ÷èñëà íà (an+1 − ai)

k1k2...km , âñå ðàçíîñòè, êîòîðûå
áûëè òî÷íûìè ñòåïåíÿìè � îñòàíóòñÿ èìè, à an+1− ai � ñòàíåò. Ñäåëàâ òàê, åñëè íåîáõîäèìî, äëÿ
âñåõ i îò 1 äî n, ìû ñäåëàåì âñå ðàçíîñòè òî÷íûìè ñòåïåíÿìè.


