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Розв’язок задачі № 1

Нагадаємо нерівність, яка справджується для усіх додатних чисел 
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Циклічно переставимо змінні й одержимо, що ліва частина заданої нерівності не менше, ніж 
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Що й треба було довести.

(Розв’язок автора)

Розв’язок задачі № 1 (інший розв’язок)

Позначимо: 
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За нерівністю Коші-Буняковського:
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Зауважимо, що оскільки квадратний корінь – функція опукла вгору, то за нерівністю Ієнсена:
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Треба пояснити останню нерівність. Позначимо 
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Нерівність виконується при
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Рівність в останньому переході досягається лише при 
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(Розв’язок учасника – Коротков А.)
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(Розв’язок автора)

Розв’язок задачі № 2 (інший розв’язок)
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(Розв’язок учасника)
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Розв’язок задачі № 4
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Розглянемо різницю (2)–(3):
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Ліва частина (4) є парною функцією, а тому й права частина рівності однакова для 
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далі в (6) підставимо вираз 
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В (2) підставивши 
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В останній рівності підставимо 
[image: image183.wmf])

(

x

-

 і прирівняємо ліві частини:


[image: image184.wmf])

(

)

1

(

)

(

)

1

(

x

f

x

x

f

x

-

-

-

=

-

 
[image: image185.wmf]Þ

 при 
[image: image186.wmf]1

-

¹

x



[image: image187.wmf])

(

1

1

)

(

x

f

x

x

x

f

+

-

=

-

.









(8)
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З рівності (1.1) маємо: 
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Розв’язок задачі № 5 (інший розв’язок)
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(Розв’язок журі – Шевченко Г.)
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Розв’язок задачі № 6
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Декілька простих властивостей. 1) 
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Розв’язок задачі № 6 (інший розв’язок)


Нехай 
[image: image379.wmf]3

³

p

 – некубічне, 
[image: image380.wmf]}

0

{

\

*

p

p

Z

Z

=

, 
[image: image381.wmf]}

1

...,

,

1

,

0

{

-

=

p

Z

p

. В подальшому усі рівності записуються за модулем 
[image: image382.wmf]p

. 


Розглянемо в 
[image: image383.wmf]p

Z

 рівняння 
[image: image384.wmf]1

3

=

s

.

1) Розв’язок єдиний – 
[image: image385.wmf]1

=

s

. Тоді будь-яке рівняння 
[image: image386.wmf]3

3

a

x

=

 має єдиний розв’язок 
[image: image387.wmf]Þ

 будь-яке число з 
[image: image388.wmf]p

Z

 є кубом, що суперечить з некубічністю.

2) Розв’язок не єдиний, тому рівняння 
[image: image389.wmf]0

1

2

=

+

+

s

s

 має розв’язок 
[image: image390.wmf]1

¹

s

. Тоді у рівняння 
[image: image391.wmf]1

3

=

s

 є три розв’язки: 
[image: image392.wmf]1

,

,

1

2

1

-

-

=

=

-

s

s

s

s

 і кожне рівняння 
[image: image393.wmf]3

3

a

x

=

 має три розв’язки: 
[image: image394.wmf]1

,

,

-

as

as

a

. Запишемо 
[image: image395.wmf]-

+

=

A

A

A

Z

p

U

U

*

, де 
[image: image396.wmf](

)

3

*

p

Z

A

=

, 
[image: image397.wmf]A

S

A

±

±

=

.

Нехай 
[image: image398.wmf]}

0

{

}

0

{

U

U

A

A

B

+

=

. З некубічності 
[image: image399.wmf]p

 
[image: image400.wmf]p

Z

B

¹

. Легко бачити, що 
[image: image401.wmf]B

BA

=

, бо інакше 
[image: image402.wmf]*

p

Z

A

=

.

і) Якщо 
[image: image403.wmf]B

s

B

s

Ï

Ï

2

,

, то 
[image: image404.wmf]}

0

{

U

A

B

Ì

, і тоді 
[image: image405.wmf]A

Î

1

 
[image: image406.wmf]Þ

 
[image: image407.wmf]A

Î

+

1

1

 
[image: image408.wmf]Þ

 
[image: image409.wmf]A

Î

+

+

1

)

1

1

(

 
[image: image410.wmf]Þ

 … 
[image: image411.wmf]Þ

 
[image: image412.wmf]p

Z

B

=

 – суперечність.

іі) Якщо 
[image: image413.wmf]B

s

s

Î

2

,

, то 
[image: image414.wmf]p

Z

B

=

 – неможливо.

ііі) Нехай без обмеження загальності 
[image: image415.wmf]B

s

B

s

Ï

Î

2

,

. Тоді 
[image: image416.wmf]}

0

{

U

U

+

Ì

A

A

B

.


Доведемо, що якщо 
[image: image417.wmf]}

0

{

\

B

sb

Î

 і 
[image: image418.wmf]B

b

Î

, то 
[image: image419.wmf]A

b

Î

.





(*)

Справді, якщо 
[image: image420.wmf]+

Î

A

b

, то 
[image: image421.wmf]3

j

s

b

=

 і маємо 
[image: image422.wmf]3

3

3

2

p

t

j

+

=

s

 
[image: image423.wmf]Þ

 
[image: image424.wmf]3

3

2

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

j

p

j

t

s

 – суперечність.

Розглянемо три випадки (нагадаємо, що 
[image: image425.wmf]1

¹

s

).
а) 
[image: image426.wmf]A

s

Î

-

1

, тобто 
[image: image427.wmf]3

1

t

=

-

s

, 
[image: image428.wmf]1

3

+

=

t

s

 
[image: image429.wmf]Þ



І) 
[image: image430.wmf]1

3

=

t

 
[image: image431.wmf]Þ

 
[image: image432.wmf]2

=

s

 
[image: image433.wmf]Þ

 
[image: image434.wmf]0

7

=

 
[image: image435.wmf]Þ

 
[image: image436.wmf]7

=

p

.

ІІ) 
[image: image437.wmf]1

3

¹

t

 
[image: image438.wmf]Þ

 
[image: image439.wmf]1

)

1

(

6

3

-

=

-

t

t

s

 
[image: image440.wmf](*)

Þ

 
[image: image441.wmf]j

t

=

-

1

3

 
[image: image442.wmf]Þ

 
[image: image443.wmf]2

3

+

=

j

s

.
Якщо 
[image: image444.wmf]A

Î

2

, то 
[image: image445.wmf]B

s

s

Î

+

=

+

=

-

2

1

)

(

3

2

t

 
[image: image446.wmf]Þ

 
[image: image447.wmf]B

s

Î

2

 – суперечність. Але 
[image: image448.wmf]B

Î

+

=

1

1

2

 
[image: image449.wmf]Þ

 
[image: image450.wmf]+

Î

A

2

 
[image: image451.wmf]Þ

 
[image: image452.wmf]3

2

y

s

=

 
[image: image453.wmf]Þ

 
[image: image454.wmf]3

3

)

1

(

j

y

=

-

s

 
[image: image455.wmf](*)

Þ

 
[image: image456.wmf]3

3

1

p

y

=

-

 
[image: image457.wmf]3

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

p

j

s

 – суперечність. 
б) 
[image: image458.wmf]+

Î

-

A

s

1

 
[image: image459.wmf]Þ

 
[image: image460.wmf]3

1

t

s

s

=

-

 
[image: image461.wmf]Þ

 
[image: image462.wmf]1

)

1

(

3

=

-

t

s

 і приходимо до суперечності.
в) 
[image: image463.wmf]-

Î

-

A

s

1

 
[image: image464.wmf]Þ

 
[image: image465.wmf]3

2

)

1

(

1

t

t

-

-

=

=

-

s

s

s

 
[image: image466.wmf]Þ

 
[image: image467.wmf]3

3

1

)

1

(

t

t

-

=

+

s

 
[image: image468.wmf](*)

Þ

 
[image: image469.wmf]3

3

1

x

=

+

t

 
[image: image470.wmf]Þ

 
[image: image471.wmf]3

3

2

x

sx

-

=

 
[image: image472.wmf]Þ

 
[image: image473.wmf]2

)

1

(

3

=

+

x

s

 
[image: image474.wmf]Þ

 
[image: image475.wmf]B

x

x

s

s

Î

-

-

=

=

-

-

3

3

2

1

1

)

1

(

 – суперечність, оскільки 
[image: image476.wmf]0

¹

x

, бо 
[image: image477.wmf]2

0

¹

.

Отже, 
[image: image478.wmf]7

=

p

 (перевірка кубічності 
[image: image479.wmf]2

=

p

 і некубічності 
[image: image480.wmf]7

=

p

 тривіальна). 

(Розв’язок журі – Шевченко Г.)
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7. Є 25 людей, кожні двоє з яких спілкуються деякою мовою. Причому будь-які двоє людей спілкуються між собою тільки однією мовою, навіть якщо вони знають і інші спільні мови. Відомо, що серед будь-яких трьох людей знайдеться принаймні одна людина, яка спілкується з двома іншими з цих трьох однією й тією ж самою мовою. Доведіть, що знайдеться людина, яка спілкується однією й тією ж самою мовою з деякими 10 іншими людьми.

Розв’язок задачі № 7

Позначимо людей вершинами графа. Кожній мові поставимо у відповідність деякий свій колір і цим кольором з’єднаємо пари людей, які спілкуються між собою саме цією мовою. Для нашого графу виконується умова, що серед будь-яких трьох вершин знайдеться принаймні дві пари (вони, звісно, мають спільну вершину), які сполучені ребрами одного й того самого кольору. Цю умову будемо називати умовою рівнобедреності. 

Будемо називати наш граф зв’язним за даним кольором, якщо він залишиться зв’язним, коли залишити у ньому тільки ребра цього кольору. Доведемо, що граф, який містить більше однієї вершини та задовольняє умову рівнобедреності, не може бути зв’язним більше, ніж за двома кольорами. Використаємо індукцію за кількістю вершин графа.

База індукції. Граф з двома вершинами є зв’язним лише за одним кольором.
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Твердження індукції доведено.

Нехай у нашому графі є ребра не менше, ніж трьох кольорів. У протилежному випадку кожна вершина графа з’єднана деяким одним кольором принаймні з 12 іншими. Отже, існує колір, який представлений у графі та за яким граф не є зв’язним.

Нехай є хоча б два кольори (серед представлених), за якими граф не є зв’язним. Позначимо їх 
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. Розглянемо всі зв’язні компоненти відносно ребер кольору 
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 з іншими вершинами графа. Нехай тепер для кожної компоненти 
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, можна з’єднати і ланцюжком з ребер тільки кольору 
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 вищеописаним способом. Отже, якщо граф стане зв’язним за кольором 
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 після перефарбування, то має бути зв’язним і до перефарбування, чого немає.

Також помітимо, що при перефарбуванні умова рівнобедреності зберігається, оскільки однакові ребра залишаються однаковими. Тому перефарбування можна продовжувати, поки не залишиться тільки один колір, за яким граф не буде зв’язним.

Нехай залишився лише один колір 
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. Оскільки за всіма іншими кольорами граф є зв’язним, то таких кольорів не більше двох.

Якщо 
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, то розглянемо найменшу за кількістю вершин компоненту. Тоді кожна її вершина з’єднана не менше, ніж з 20 вершинами за допомогою ребер не більше, ніж двох кольорів. Отже знайдеться колір, яким вершина з’єднана не менше, ніж з 10 іншими. Якщо 
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Причому для будь-якого 
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 доводиться, що потрібний колір знайдеться серед тих кольорів, за якими граф є зв’язним. А в ці кольори ми не перефарбовували ребра, отже потрібний колір і потрібна вершина знайдуться і до перефарбування, тобто для початкового графа.

(Розв’язок автора)

Розв’язок задачі № 7 (інший розв’язок)


Припустимо, що це не так, і не знайдеться людини, яка спілкується з деякими 10 іншими людьми однією й тією ж самою мовою. 
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За умовою будь-яку невпорядковану трійку можна впорядкувати таким чином, щоб отримана впорядкована трійка була гарною, і навіть двома способами, оскільки з того, що трійка 
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Оскільки функція 
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(Розв’язок учасника – Шишацький Юрій)

8. Нехай многочлен 
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 з дійсними коефіцієнтами має локальний максимум 
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Розв’язок задачі № 8

Нехай 
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Спочатку знайдемо найбільше та найменше значення функції 
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Оцінимо значення 
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Але прямі 
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 рівні, що й означає їх подібність.
Зауваження 1. Спроби розв’язати цю задачу методами класичної геометрії, які не спираються на орієнтовні кути, натрапляють на складнощі, які пов’язані з тим, що повне розв’язання цієї задачі вимагає перегляду багатьох випадків. Розташування важливих точок можливе багатьма варіантами. Кути, що були рівними в одному випадку стануть доповнюючи ми в іншому.
Зауваження 2. Той факт, що кола 
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 мають спільну точку не потребує доведення, оскільки це відома теорема Міквелса (Miquel’s theorem).
(Розв’язок автора)

Розв’язок задачі № 9 (інший розв’язок)
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– це є квадратне рівняння відносно 
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Зауваження. Оскільки в цьому розв’язку не використовувалась умова 
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10. Для яких натуральних 
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 вписаних чотирикутників таких, що радіуси описаних навколо них кіл утворюють геометричну прогресію? 

Розв’язок задачі № 10

11. Є 
[image: image906.wmf]2

³

n

 ламп 
[image: image907.wmf]n

L

L

,...,

1

, розташованих в ряд, кожна з яких може бути в одному з двох станів – «вкл» або «викл». Кожної секунди лампи одночасно змінюють свій стан за такими правилами:

– якщо лампа 
[image: image908.wmf]i

L

 та її сусіди (при 
[image: image909.wmf]n

i

i

=

=

,

1

 лампа має рівно одного сусіда, при інших – двох) знаходяться в однаковому стані, то вона приймає стан «викл»;

– інакше вона приймає стан «вкл».

В початковому положенні усі лампи знаходяться в стані «викл», окрім самої лівої лампи, яка має стан «вкл».

а) Довести, що існує нескінченно багато таких натуральних 
[image: image910.wmf]n

, для яких усі лампи будуть з часом у стані «викл».

б) Довести, що існує нескінченно багато таких натуральних 
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Розв’язок задачі № 11
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. Таким чином індукційний перехід, а з ним і весь пункт а) доведено.
б) Існує багато потрібних прикладів. Наприклад, 
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. Перетворення системи станів ламп можна подати матрицею, що має 
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 стовпчиків. Верхні 
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 рядків цієї матриці вже обговорювалися вище, оскільки останній елемент (самий правий) не впливає на поведінку решти елементів, оскільки поруч з ним також нуль, лише в останній момент, коли там з’являється 1 ми бачимо, як він впливає на передостанній елемент. 

Таким чином ми маємо такий ряд – 
[image: image950.wmf])
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. Але це є другий ряд матриці зі зміненою на протилежну орієнтацію. Оскільки ця ситуація вже була, то вона й далі буде періодично повторюватись, таким чином стану, де усі лампи «викл» не буде. 
(Розв’язок автора)

12. Довести, що існує нескінченно багато таких натуральних чисел 
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, що усі прості дільники числа 
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 не перевищують 
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Розв’язок задачі № 12
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Задачі для відбору запропонували: 
Клурман О. (№ 2, № 5, № 10, № 12),

Петровський Д. (№ 1, № 4, № 6),

Шортлист (№ 3, № 8, № 9, № 11),

Рибак О. (№ 7).
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