Відбір команди України на 52-гу Міжнародну математичну олімпіаду 
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1. Розв’язання. Спочатку доведемо дві допоміжні леми. 

Лема 1. Величина кута 
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Доведення. Розгляньмо трикутник 
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 лежать з одного боку від прямої 
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 лежить всередині многокутника 
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, а отже всередині кола, описаного навколо трикутника 
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Лема 2. 
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Доведення. Оскільки 
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Далі, враховуючи, що 
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Остання нерівність очевидна, що і завершує доведення леми. 

Перейдемо до доведення твердження задачі. Нехай через 
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 у порядку спадання їхніх величин. Згідно з лемою 1, 
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. Оскільки 
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Отже, використовуючи лему 2 декілька разів, матимемо:
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Таким чином, для закінчення розв’язання задачі достатньо довести, що 
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. Ця нерівність рівносильна 
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. Оскільки 
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, що й завершує доведення.
2. Відповідь:  існує рівно 2 таких розташування.
Розв’язання. Припустімо, ми маємо розташування, яке задовольняє умову задачі. Розділимо дошку на 2500 квадратиків завбільшки 
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 та назвемо їх блоками. Блок не може містити понад одного короля:  інакше королі били би один одного. Отже, враховуючи умову, кожен блок повинен містити рівно одного короля.
Тепер позначимо кожен блок літерами В чи Н залежно від того, чи розташований король у верхній, а чи в нижній половині блоку відповідно. Аналогічно позначимо кожен блок літерами Л чи П, залежно від того, чи в лівій, а чи в правій половинці блоку міститься король. У такий спосіб отримаємо В-, Н-, Л- та П-блоки. Поєднаймо літери таким чином: назвемо блок ВЛ-блоком, якщо він є водночас В-блоком та Л-блоком. За аналогією визначимо ВП-, НЛ- та НП-блоки (рис. 1). Тип блоку однозначно визначає розташування короля на ньому.
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Підсумком виконаних операцій отримано систему блоків 
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. Будемо ідентифікувати блоки з допомогою двох координат: пара 
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, де 
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, вказує на j-й блок в i-му рядку (або — що те саме — на i-й блок у j-му стовпчику). Таким чином, найвищий і найближчий до лівого краю дошки блок має координати 
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Система блоків має такі очевидні властивості:
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(1) Якщо блок 
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 є Н-блоком, то й 
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 (якщо такий блок існує) буде Н-блоком: інакше королі в цих двох блоках битимуть один одного. Аналогічно, якщо 
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 є В-блоком, то й 
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 буде В-блоком; якщо 
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 є Л-блоком, то й 
[image: image49.wmf](,1)

ij

-

 буде Л-блоком; якщо 
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 є П-блоком, то й 
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 буде П-блоком.

(2) Кожен стовпчик блоків містить рівно 25 Л-блоків та 25 П-блоків, а кожен рядок блоків складається з 25 В-блоків та 25 Н-блоків. Зауважимо, що загальна кількість Л-блоків (так само, як і П-, В- чи Н-блоків) дорівнює 
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Розгляньмо довільний Н-блок вигляду 
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. Згідно із властивістю (1), всі блоки в j-му стовпчику є Н-блоками; назвемо такі стовпці блоків Н-стовпцями. Із (2) ми маємо, що Н-блоків у першому рядку має бути 25, а отже й відповідних Н-стовпців буде 25. У сумі вони містять 1250 Н-блоків. Отже, всі блоки у стовпчиках, що лишилися, є В-блоками. Таким чином, решта 25 стовпців — В-стовпці. З аналогічних міркувань отримуємо, що є рівно 25 Л-рядків та стільки ж П-рядків.

Розгляньмо тепер довільну пару із двох сусідніх стовпців, один із яких є В-стовпцем, а інший — Н-стовпцем. Нехай це будуть стовпчики блоків із номерами j та j+1.
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Випадок 1. Нехай j-й стовпчик є В-стовпчиком, а 
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-й — Н-стовпчиком. Хай i — номер найвищого Л-рядка. Тоді блок 
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 є НЛ-блоком. Звідси можемо дійти висновку, що блок 
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 не може бути ВП-блоком (рис. 2), тобто цей блок є ВЛ-блоком. Тоді 
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-й рядок, як і i-й, є Л-рядком. Продовживши міркування далі, зробимо висновок, що всі рядки з i-го до останнього, 50-го рядка мають бути Л-рядками. Зважаючи на те, що Л-рядків має бути рівно 25, отримуємо, що рядки з 1-го до 25-го мусять бути П-рядками, а з 26-го до 50-го — Л-рядками.

Тепер розглянемо сусідню пару П- та Л-рядків — 25-й та 26-й рядки. Застосовуючи міркування, аналогічні наведеним вище, до стовпців, отримаємо, що стовпчики з 1-го до 25-го мусять бути В-стовпцями, а з 26-го до 50-го — Н-стовпцями. Таким чином було отримано єдине для випадку 1 розташування королів на шахівниці, яке задовольняє умову задачі (рис. 3).

Випадок 2. Нехай j-й стовпчик є Н-стовпчиком, а 
[image: image58.wmf](1)
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-й — В-стовпчиком. Можемо повторити раніше проведені міркування. Отримаємо тоді, що рядки з 1-го до 25-го є Л-рядками, а з 26-го до 50-го — П-рядками; стовпчики з 1-го до 25-го є Н-стовпцями, а з 26-го до 50-го — В-стовпцями. У цьому випадку також маємо єдине розташування, що задовольняє умову (рис. 4).

3. Розв’язання. Доведемо, що достатньо покласти 
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 для парних. Нам знадобиться така лема.
Лема. Якщо n — натуральне і 
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 для всіх 
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Доведення. Для 
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 твердження очевидне. Нехай 
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 твердження не справджується, тобто 
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. Тоді, оскільки 
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, воно не справджується і при 
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. Тоді можна записати, що 
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. Але це означає, що 
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. Суперечність.
Нехай 
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 — непарне, і 
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 — найменше ціле число, більше за 
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 різних чисел 
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Нехай тепер 
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 — парне, і через 
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 знову позначено найменше ціле число, більше за 
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тобто це 
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 різних цілих чисел, котрі за лемою 1 при 
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 містяться в потрібному проміжку. Щоб закінчити доведення, покажемо, що серед цих чисел можна вибрати 
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Якщо 
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 ділиться на 4, тобто 
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їхній добуток є n-м степенем числа 
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Якщо 
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добуток яких є n-м степенем числа 
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Нарешті, якщо 
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добуток цих чисел є n-м степенем числа 
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4. Відповідь:   
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Розв’язання. Зрозуміло, що в наборі 
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. Далі знову: щоб одержати новий набір, необхідно або в першому з наведених поміняти 4 на 
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. Продовжуючи, ми одержимо один із двох ланцюжків наборів:
1. 
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. Сума чисел у наборах цього ланцюжка зростає, є найбільшою в останнього набору і складає 
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 EMBED Equation.3  [image: image126.wmf](1;3;5;...;1)
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. Сума чисел у наборах цього ланцюжка спадає, є найменшою в останнього набору і складає n.
5. Відповідь:   
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Розв’язання. Позначмо формулу, що задана в умові задачі, як (1). Підставмо у рівність (1) значення 
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Далі, якщо 
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звідки випливає, що 
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Тепер підставмо в 
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 двічі, другого разу для пари 
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Оскільки f — ін’єктивна,
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Отже, 
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 — мультиплікативна, 
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Перепишімо рівняння 
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Позначмо 
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і за індукцією (підставляючи кожного разу 
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при всіх натуральних 
[image: image154.wmf]n

 (зліва функція 
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 застосовується 
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 раз). 
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Припустімо, існує деяке додатне раціональне число 
[image: image157.wmf]x

, для якого 
[image: image158.wmf]()1
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. Розгляньмо рівняння 
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 для цього 
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. Зліва завжди раціональне число, тому права частина мусить бути раціональною при всіх натуральних 
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 — деякі ненульові цілі числа. Візьмімо n таке, що 
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 не може бути раціональним. Справді, якби воно було раціональним і мало розклад 
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. Але ці розклади не можуть збігатися, адже в першому з них кожен степінь ділиться на 
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, а в другому є принаймні один степінь (а саме 
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Отже, випадок 
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6. Розв’язання. Розгляньмо трикутник SLM (рис. 5). Прямі LC і MC — дотичні до описаного навколо цього трикутника кола, проведені з точок L і M. Тому SC — симедіана, звідки (за властивістю симедіани) 
[image: image179.wmf]2
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. Аналогічно, 
[image: image180.wmf]2
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. Нехай прямі KL і MR перетинаються в точці E. Оскільки прямі ME, KQ і LP проходять через одну точку, за теоремою Чеви маємо співвідношення 
[image: image181.wmf]1
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, звідки, з урахуванням попередніх рівностей, 
[image: image182.wmf]2
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. Тоді пряма SE — симедіана трикутника SKL, а отже вона проходить через точку перетину дотичних до кола, описаного навколо трикутника KSL, що проведені з точок L і K, тобто через точку B. Отже, ми довели, що точки B, S, R і M — колінеарні.
Доведімо далі, що точка T також належить цій прямій. Зважаючи на теорему Чеви, нам досить довести таке співвідношення: 
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Записавши теорему синусів для трикутників BLM і BMK, одержимо: 
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 (остання рівність випливає з того, що трикутник MLC — рівнобедрений) і, аналогічно, 
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що й завершує розв’язання задачі.
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7. Відповідь:    (6, 3), (9, 3), (9, 5), (54, 5).
Розв’язання. Позначмо формулу, що задана в умові задачі, як (1). Перебираючи значення n від 
[image: image194.wmf]0

 до 5 і розв’язуючи квадратне рівняння (1), знаходимо розв’язки при малих значеннях n: (6, 3), (9, 3), (9, 5), (54, 5). Доведемо далі, що дане рівняння не має розв’язків при 
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Припустімо, що пара 
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 задовольняє рівняння 
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В першому випадку введемо позначення 
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 В другому випадку введемо позначення 
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 Таким чином, в обох випадках необхідно розв’язати в цілих невід’ємних числах рівняння: 
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Далі доведемо деякі оцінки на p і q. Із (2) маємо, що 
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 отже 
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Позначмо 
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 ділиться на 
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 для деякого натурального n. Тоді можемо записати:
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Неважко переконатися, що перший множник ділиться на 
[image: image225.wmf]3

, але не ділиться на 
[image: image226.wmf]9

. Інші два множника взаємно прості: вони непарні і їхня різниця дорівнює 
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. Оскільки весь добуток ділиться на 
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 звідки випливає, що 
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 Але це неможливо, оскільки 
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8. Відповідь:    існує. 

Розв’язання. Долучимо до послідовності 
[image: image236.wmf]()
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 усі такі натуральні числа, які в своєму двійковому записі мають одиниці лише на парних місцях або лише на непарних місцях. Наприклад, до цієї послідовності будуть належати числа, двійковий запис яких має такий вигляд: 10000, 10001, 1010. Те, що виконується умова 1) для такої послідовності, зрозуміло. Покажемо, що виконується й оцінка з умови 2).
Розгляньмо всі невід’ємні цілі числа, які менші від 
[image: image237.wmf]2
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, тобто такі, що мають не більше ніж 
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 цифр у двійковому записі. Підрахуймо кількість чисел, що належать нашій послідовності: тих, що мають нулі на парних місцях, рівно 
[image: image239.wmf]2
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; стільки ж тих, що мають нулі на непарних місцях. Крім того, число 0 належить до обох наборів. Отже, загалом маємо 
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Для довільного натурального n знайдемо ціле число r, для якого справджується умова: 
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, що й треба було довести.
9. Розв’язання. Припустімо спершу, що прямі 
[image: image245.wmf]AB

 і 
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 перетинаються. Позначимо через E та F точки перетину прямих 
[image: image247.wmf]AB
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 та 
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, 
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 відповідно (якщо AD та BC паралельні, точка F нескінченно віддалена), а через O — центр кола, описаного навколо чотирикутника 
[image: image251.wmf]ABCD

 (рис. 6). На промені 
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 подібні за кутом та двома прилеглими сторонами 
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. Також подібними є трикутники 
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 і 
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 лежать на одному колі. Аналогічно, точки O, D, C, 
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 лежать на одному колі. Звідси:
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Отже, 
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 (якщо ж прямі AB і CD паралельні, покладемо 
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Значить, як точка P, так і точка 
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 лежать на описаних колах трикутника 
[image: image277.wmf]ACF

 і трикутника BDF, а позаяк ці два кола крім точки F можуть мати лише одну іншу спільну точку, 
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Нехай 
[image: image279.wmf]w

 — коло, що дотикається до прямих AB і CD в точках M та N відповідно та дотикається до кола, описаного навколо 
[image: image280.wmf]OAB
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, в точці 
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 (рис. 7). За відомою лемою точки M, 
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 та O лежать на одній прямій і 
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Перетворимо площину інверсією з центром в точці 
[image: image284.wmf]O

 та радіусом 
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. Тоді кола, описані навколо трикутників OAB та OCD, перейдуть відповідно в прямі AB і CD і навпаки; точка M перейде в точку 
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, а 
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 — у M. Отже, коло 
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 перейде саме в себе. Це означає, що 
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 дотикається до образу прямої CD, тобто до кола, описаного навколо трикутника OCD. Тоді 
[image: image290.wmf]w

 задовольняє умову задачі.
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10. Розв’язання. Доведемо, що прямі 
[image: image293.wmf]AE

 і 
[image: image294.wmf]CF

 ділять відрізок 
[image: image295.wmf]BH

 в однаковому відношенні (легко зрозуміти, що точки перетину прямих 
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 і 
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 з прямою 
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 будуть лежати саме на цьому відрізку). Нехай 
[image: image299.wmf]T

 — точка перетину 
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 і 
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 (рис. 8), тоді 
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Прямі 
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, 
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 і 
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 перетинаються в одній точці, тому, записавши теорему Чеви в тригонометричній формі, будемо мати: 
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Оскільки 
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Записавши теорему синусів для трикутника 
[image: image311.wmf]ABH

 і врахувавши, що 
[image: image312.wmf]180

AHBACB

Ð=-Ð

o

, можемо записати, що
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тобто 
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 Таким чином, ми довели, що пряма 
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 проходить через середину відрізка BH. Аналогічно, 
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 проходить через 
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, що й доводить твердження задачі.
11. Розв’язання. Уважатимемо, що многочлен 
[image: image318.wmf]S

 тотожно не дорівнює нулеві, бо інакше нулю тотожно дорівнює Q і нерівність очевидна. Тоді для всіх додатних x 
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Визначимо такі многочлени: 
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Оцінимо правий бік нерівності: 
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(нерівність Коші — Буняковського), звідки й випливає потрібна нерівність.
12. Розв’язання. Оскільки 
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 збігається із множиною перших 
[image: image337.wmf]21

n

-

 натуральних чисел. Позначмо


[image: image338.wmf]21

112

1

n

iin

i

Saaaa

-

+

=

=|-|+-.

å


Можемо переписати S так:
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Легко перевірити, що числа 
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Отже, 
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Таким чином, 
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