
Ëiòíi òðåíóâàëüíi çáîðè 2012 ðîêó. Îëiìïiàäà

Ïåðøèé äåíü

1. Íåõàé ABC � ãîñòðîêóòíèé òðèêóòíèê,H � éîãî îðòîöåíòð. Çîâíiøíÿ áiñåêòðèñà

êóòà BHC ïåðåòèíà¹ ñòîðîíè AB i AC â òî÷êàõ D é E âiäïîâiäíî. Âíóòðiøíÿ

áiñåêòðèñà êóòà BAC âäðóãå ïåðåòèíà¹ îïèñàíå êîëî òðèêóòíèêà ADE â òî÷öi K.

Äîâåäiòü, ùî HK ïðîõîäèòü ÷åðåç ñåðåäèíó ñòîðîíè BC.

2. Çàäàíî öiëå ÷èñëî a. Äîâåäiòü, ùî iñíó¹ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü ïðîñòèõ p, äëÿ ÿêèõ
iñíóþòü öiëi n i m òàêi, ùî p |n2 + 3 i p |m3 − a.

3. Ïðàâèëüíèé òðèêóòíèê T çi ñòîðîíîþ n ñêëàëè iç ïðàâèëüíèõ òðèêóòíèêiâ çi ñòî-

ðîíîþ 1, ïiñëÿ ÷îãî ç T çàáðàëè n îäèíè÷íèõ òðèêóòíèêiâ òi¹¨ æ îði¹íòàöi¨, ùî é

T . Ðîìá, ÿêèé óòâîðþþòü äâà ñóìiæíèõ òðèêóòíèêè çi ñòîðîíîþ 1, íàçâiìî äià-

ìàíòîì. Äîâåäiòü, ùî T ìîæíà ðîçáèòè íà äiàìàíòè òîäi é ëèøå òîäi, êîëè äëÿ

âñiõ k = 1, n äîâiëüíèé ïðàâèëüíèé òðèêóòíèê çi ñòîðîíîþ äîâæèíè k, ùî ëåæèòü
ó T , ïðîõîäèòü ïî ëiíiÿõ ñiòêè i ìà¹ òó æ îði¹íòàöiþ, ùî T , ìiñòèòü íå áiëüø ÿê

k ïðèáðàíèõ òðèêóòíèêiâ.

Äðóãèé äåíü

4. Íåõàé f(x) = xn + an−1x
n−1 + . . . + a1x + a0 � ìíîãî÷ëåí iç öiëèìè êîåôiöi¹íòà-

ìè ñòåïåíÿ n > 3 òàêèé, ùî ïàðíèìè ¹ êîåôiöi¹íò a0 i êîæíà ç ñóì ak + an−k,

k ∈ 1, n− 1. Õàé òàêîæ f = gh, äå g é h � ìíîãî÷ëåíè ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè,

deg g 6 deg h i äî òîãî æ óñi êîåôiöi¹íòè h íåïàðíi. Äîâåäiòü, ùî f ìà¹ öiëèé

êîðiíü.

5. Ó òóðíiði çìàãàþòüñÿ m ó÷àñíèêiâ, ÿêèõ îöiíþþòü n ñóääiâ, äå n > 3 � íåïàðíå

÷èñëî. Êîæåí ñóääÿ ïîñòàâèâ êîæíîìó ó÷àñíèêó îäíó ç äâîõ îöiíîê: ¾çàäîâiëüíî¿

÷è ¾íåçàäîâiëüíî¿. Îöiíêè äîâiëüíî¨ ïàðè ñóääiâ çáiãàþòüñÿ íå áiëüøå íiæ äëÿ k
ó÷àñíèêiâ. Äîâåäiòü, ùî

k
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6. Óïèñàíå êîëî òðèêóòíèêà ABC äîòèêà¹òüñÿ äî éîãî ñòîðií BC, CA é AB â òî÷êàõ

D, E òà F âiäïîâiäíî. Íåõàé X � òî÷êà íà öüîìó êîëi, âiäìiííà âiä D, E, F . Ïðÿìi
XD i EF , XE i FD, XF i DE ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷êàõ J , K, L âiäïîâiäíî. Íà

ñòîðîíàõ BC, CA é AB òðèêóòíèêà âèáðàíî âiäïîâiäíî òî÷êè M , N i P òàêi, ùî

ïðÿìi AM , BN i CP ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi. Äîâåäiòü, ùî ïðÿìi JM , KN i

LP òàêîæ ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi.


