Наймолодша ліга. Вихідний рубіж 

1. () Відповідь: грудень.

Розв’язання. Зрозуміло, що треба обрати місяць, у якому 31 день, таких – 8, тепер треба підрахувати скільки протягом цього місяця можливо понеділків та вихідних. 

Січень, оскільки 1 січня понеділок, то усього буде знижок [image: image899.png]M



 за 5 понеділків та 8 вихідних.

Березень, 1 березня – четвер, то усього буде знижок [image: image2.wmf]x
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 за 4 понеділків та 9 вихідних.

Травень, 1 травня – вівторок, то усього буде знижок [image: image3.wmf]x
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 за 4 понеділків та 8 вихідних.

Липень, 1 липня – неділя, то усього буде знижок [image: image4.wmf]x
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 за 5 понеділків та 9 вихідних.

Серпень, 1 серпня – середа, то усього буде знижок [image: image5.wmf]x
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 за 4 понеділків та 8 вихідних.

Жовтень, 1 жовтня – понеділок, то усього буде знижок [image: image6.wmf]x
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 за 5 понеділків та 8 вихідних.

Грудень, 1 грудня – субота, то усього буде знижок [image: image7.wmf]x
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 за 5 понеділків та 10 вихідних.
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Таким чином – найкращий місяць грудень.
2. (114) Відповідь: [image: image8.wmf]3

.

Розв’язання. Задача № 2 () вихідного рубежу молодшої ліги.
3. () Відповідь: 100.

Розв’язання. Зараз у команді 20 українців, тому прибираємо [image: image9.wmf]x

 іноземних гравців, тоді доля українців складатиме [image: image10.wmf]5

1

200

20

=

-

x

. Звідси маємо, що [image: image11.wmf]x
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, тобто [image: image12.wmf]100
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4. () Відповідь: 3 метри.

Розв’язання. Позначмо вершини парку літерами, як це показане на рис. 7–101, тоді кожному відрізку на внутрішньому периметрі відповідає свій відрізок на зовнішньому. Залишається зрозуміти, на скільки вони відрізняються. Позначимо ширину смуги через [image: image13.wmf]h

, то можна записати для відповідних відрізків довжини зовнішнього периметру: 
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. Тому 
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 і шукана ширина смуги дорівнює 3 метри.

5. () Відповідь: 9.

Розв’язання. У нижньому шарі таких кубиків щонайменше 7, а у верхньому – 2. Покажемо, що побудувати фігуру, яка має такі зображення спереду та справа можна. Дивись рис. 7–102. 

6. (118) Відповідь: 4516171819.

Розв’язання. Оскільки цифра 5 та більші знаходяться на позиціях 12 і далі, то при будь-якому викреслюванні вони не стануть першими. Тому найбільша перша цифра числа – це 4, тому спочатку треба викреслити перші 9 цифр. Маємо число 41516171819, з якого можна викреслити 1 цифру, 4516171819 – шукане число.
7. (119) Відповідь: 48 хвилин.

Розв’язання. Якщо він витрачає на шлях в обидва кінці на слоні 32 хвилини, то на шлях в один кінець він витрачає на слоні 16 хвилин. Тому на шлях пішки він витрачає 24 хвилини, тому на подорож пішки в обидва кінці – 48 хвилин. 
8. () Відповідь: на 4 кроці.

Розв’язання. Покажемо процес відмічання точок. Як неважно побачити, то на першому кроці відмічені точки типу [image: image24.wmf]2
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. На другому – точки типу [image: image26.wmf]4
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, на четвертому – [image: image30.wmf]16
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. Неважко побачити, що саме на цьому кроці й зявиться потрібні нам точки: [image: image32.wmf]16
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 та [image: image33.wmf]16
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9. () Відповідь: 18.

Розв’язання. З 12-ї до 24-ї він спить, тому табличка каже правду з 14 до 23. Тобто 9 годин, так само правда сповіщається з 2-х до 11-ти. Разом – 18 годин.
10. () Відповідь: 4.

Розв’язання. Оскільки [image: image34.wmf]13
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. Серед цих чисел умову задовольняють з множником 2, 3, 5 та 7. Усі інші мають найменший дільник, відмінний від 1 такий, що після його викреслювання отримуємо не число 91. 

11. () Відповідь: [image: image41.wmf]80

.

[image: image791.wmf]B

Розв’язання. Якщо додати [image: image42.wmf]160
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, то вийде кількість грошей, які є у всіх чотирьох людей. Якщо звідти відняти [image: image43.wmf]80

 (гроші Богдана та Володимира) і вийде, що у Андрія та Грицька також [image: image44.wmf]80

 гривень.
12. () Відповідь: 11.

Розв’язання. Розглянемо два випадки. Якщо сторони довжиною 1 та 4 суміжні, то діагональ [image: image45.wmf]2
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 не може зєднувати їх кінці, бо порушується нерівність триктуника. Тому ця діагональ виходить з їх суміжної вершини. Далі просто: трикутник, що має сторони 1 та 2 може бути рівнобедреним лише маючи сторони 1, 2 та 2. Так само для двох сторін 2 та 4 третя повинна дорівнювати 4. Аналогічно, якщо сторони 1 та 4 протилежні, то діагональ [image: image46.wmf]2

=

d

 розбиває його на аналогічні до першого випадку триктуники. У кожному з випадків периметр дорівнює [image: image47.wmf]11

. Те, що обидва випадки ідентичні показано на рис. 7–103.
13. () Відповідь: 6.

Розв’язання. Позначимо невідомі числа як [image: image48.wmf]x

 та [image: image49.wmf]y

. Якщо 3 та 4 лежать в одному стовпчику, то [image: image50.wmf]9
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. А крім того, якщо додати числа по рядках матимемо, що [image: image51.wmf]15
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, що суперечить попередньому твердженню. Тому числа 3 та 4 у різних стовпчиках. Тоді невідомі числа, або [image: image53.wmf]2

3

5

=

-

 та [image: image54.wmf]6

4

10

=

-

, або [image: image55.wmf]1

4

5

=

-

 та [image: image56.wmf]7
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. Але у другому випадку не можна одержати суму [image: image57.wmf]9

. Тому залишається варіант із записаними числами 2 та 6.
14. () Відповідь: 89 або 91 рік.

Розв’язання. Зрозуміло, що вік Олександра може бути [image: image58.wmf]27
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. Степенями двійки, що більші від цих чисел – це [image: image62.wmf]32
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. Перше значення очевидно умову не задовольняє, бо тато не може бути старшим від сина усього на 7 років. Тому вік тата – 64 роки. Тоді вік сина не може бути 49 та 81 рік. Таким чином можливі два варіанти: [image: image64.wmf]89

64

25

=

+

 років або [image: image65.wmf]91

64

27

=

+

 рік.
15. () Відповідь: [image: image66.wmf]m
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Розв’язання. Він повинен прожити ще [image: image67.wmf]m
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 років, тому це трапиться у [image: image68.wmf]m
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16. () Відповідь: [image: image69.wmf]10

 м2.

Розв’язання. Нехай минулого року ділянка мала розміри: полуниця [image: image70.wmf]b
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, бур’яни – [image: image71.wmf]c
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. Тоді наступного року ділянка бур’яну стала мати розміри [image: image72.wmf])
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. Ділянка збільшила площу на [image: image74.wmf]15

3

=

a

, тому [image: image75.wmf]5

=

a

, [image: image76.wmf]2

=

c

. Тому вона мала площу [image: image77.wmf]10
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17. () Відповідь: 10 та 14.

Розв’язання. Середнє арифметичне усіх 8 чисел дорівнює 12, тому треба знайти два числа, які так само мають таке середнє. Це числа 10 та 14.
18. () Відповідь: 987654320 та 1.

Розв’язання. Очевидно, що якщо утворити дев’ятицифрове число та одноцифрове, то їх сума буде максимально можливою, якщо перше починається, наприклад, з 9. Зрозуміло, що більші цифри повинні стояти на перших позиціях для максимальності суми. Таким чином перші 8 цифр дев’ятицифрового числа дорівнюють 98765432. Оскільки 0 – не натуральне число, то шукану пару складають числа 
[image: image78.wmf]987654320

 та [image: image79.wmf]1

.
19. () Відповідь: [image: image80.wmf]12

.

Розв’язання. Позначимо кількість переміг Данила через [image: image81.wmf]n

, тоді він програв рівно [image: image82.wmf]n
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20. () Відповідь: [image: image88.wmf]112

.

Розв’язання. Розглянемо усі можливі випадки. Позначимо „+” – правдиве висловлювання, а через „–” – брехливі. Тоді можливі такі випадки для сторони квадрату.
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Останній випадок дає максимальну сторону, а тому максимальний периметр буде [image: image95.wmf]112

.
Наймолодша ліга. Заліковий рубіж 

1. () Відповідь: 2.

Розв’язання. Є дві протилежні грані (тобто такі, що не мають спільних точок), що пофарбовані у жовтий колір. Зробимо їх нижньою та верхньою. Тоді у жовтий колір фарбується рівно одна бічна грань. Усі такі розфарбування однакові. Але тоді і є дві сині протилежні грані. Якщо немає протилежних однокольорових граней, то нехай нижня жовта, тоді усі три жовті грані повинні мати спільну вершину, аналогічно й сині. Таким чином, усього є 2 різних розфарбування.
2. () Відповідь: [image: image96.wmf]1007

.

Розв’язання. Оскільки остача менша від дільника, то дільник обов’язково повинен дорівнювати [image: image97.wmf]9

. Таким чином треба знайти найменше чотирицифрове число, що при діленні на 9 має остачу 8. Воно повинно мати й суму цифр, що при діленні на 9 дає остачу 8, а це, очевидно, число [image: image98.wmf]1007

.
3. () Відповідь: [image: image99.wmf]20

.

Розв’язання. За умовою кількість грибів, що зібрала Іра, ділиться на [image: image100.wmf]9

, а кількість зібраних Олею – на [image: image101.wmf]17

. У сумі вони дають [image: image102.wmf]70

, тому підбором можна знайти їхні частки: [image: image103.wmf]9
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. Тому Оля зібрала [image: image108.wmf]34

, а Іра – [image: image109.wmf]36

 грибів. Серед Іриних білих було [image: image110.wmf]16
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, а серед Олиних: [image: image111.wmf]4
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. Таким чином, разом вони зібрали [image: image112.wmf]20

 білих грибів. 
4. (136) Відповідь: [image: image113.wmf]165

.

Розв’язання. Існує скінченна кількість розташувань двох прямокутників, коли продовжують одна іншу 1) більші сторони, 2) менші сторони, 3) більша першого та менша другого, 4) більша другого та менша першого. В усіх інших випадках при розрізанні утвориться більше прямокутників ніж 3. 
[image: image792.wmf]C

Знайдемо площу для кожного випадку (рис. 7–104). 
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5. () Відповідь: 20.

Розв’язання. Петрик повинен витягнути усі 4 парні картки, 2, 4, 6 та 8. Тоді залишиться на столі лише непарні картки і при витягування будь-яких 4-х з них, сума виявиться парною. Якщо Петрик витягне інший варіант, тобто серед карток на столі можуть бути як парні, так і непарні, то Василь завжди може обрати:

якщо є принаймні 3 непарні картки, то 3 непарні та 1 парну картку;

якщо непарних карток не більше двох, то там парних принаймні 3, то 1 непарну і дві парні картки.  
6. () Відповідь: [image: image118.wmf]504

.

Розв’язання. Розглянемо усі числа від 1 до 12, їх властивості будуть повторюватись для кожних наступних 12 послідовних чисел. Так от, числа 1, 5, 7, 11 не підкреслені, 2, 3, 9 та 10 підкреслені 1 раз, 4, 6, 8 підкреслені двічі, а 12 – тричі. Таким чином, двічі підкреслені 3 числа з кожних 12. Оскільки [image: image119.wmf]2004
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, то серед перших 2004 чисел двічі підкреслені рівно [image: image120.wmf]501
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 число. Залишається порахувати, скільки двічі підкреслених серед чисел 2005, ..., 2013. Таких чисел тут 2008, 2010 та 2012. Таким чином усього таких чисел [image: image121.wmf]504

.
7. () Відповідь: 18 – Петру, а 12 – Роману.

[image: image793.wmf]D

Розв’язання. Оскільки вони скористалися на рівних засадах вогнем, то усього вони використали 15 полін, тому кожний використав на себе рівно 5, таким чином на Дмитра було витрачено 3 поліна Петра та 2 – Романа, тому й гроші повинні поділити у пропорції 3 до 2. Тобто з 30 гривень 18 повинні дістатися Петру, а 12 – Роману.
8. () Відповідь: [image: image122.wmf]4

±

.

Розв’язання. Зрозуміло, що шукана точка [image: image123.wmf]C

 може бути розташована або між точками [image: image124.wmf]A

 та [image: image125.wmf]B

, або лівіше від точки [image: image126.wmf]A

. Для усіх точок правіше від точки [image: image127.wmf]B

 виконується умова [image: image128.wmf]AC

BC

<

, а тому шукана рівність не може виконуватись (рис. 7–105). Розглянемо можливі випадки. 
Якщо [image: image129.wmf])

(

c

C

 розташована між точками [image: image130.wmf]A

 та [image: image131.wmf]B

, то виконується рівність [image: image132.wmf]c
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, звідки [image: image133.wmf]12
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 або [image: image134.wmf]4
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.
Якщо [image: image135.wmf])

(

c

C

 розташована лівіше від точки [image: image136.wmf]A

, то виконується рівність [image: image137.wmf]c

c

-

=

-

8

)

2

(

2

, звідки [image: image138.wmf]4
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c

.
9. () Відповідь: 64.

Розв’язання. Якщо перша цифра 1, то далі 2, 4, ..., 10 цифри будуть 2, а для решти є вибір з двох варіантів, тому разом таких чисел 16, аналогічно, якщо перша цифра 3. Якщо перша цифра 2, то вибір з двох варіантів є для парних позицій, тому таких чисел 32. Разом 64.
10. () Відповідь: таких чисел не існує.
Розв’язання. Неважко зрозуміти, що [image: image139.wmf]n

 та [image: image140.wmf])

(

n

S

 мають однакові остачі при діленні на [image: image141.wmf]3

, тому у лівій частині кожен доданок дає однакову остачу при діленні на [image: image142.wmf]3

, звідси і їх сума кратна [image: image143.wmf]3

, а прав частина – ні. Одержана суперечність доводить відсутність розв’язків.
11. () Відповідь: 2.

Розв’язання. Разом грається 10 ігор, а тому розігрується 20 очок. З них 15 набрали перші 3 команди. Тому 5 набрали дві останні. Але передостання команда не могла набрати 4 очки (вона випередила б третю) та 2 очки (бо стала б останньою). Таким чином 4-та команда набирає 3 очки, а остання – 2.
12. () Відповідь: [image: image144.wmf]13

.

Розв’язання. Якщо додати периметри усіх внутрішних трикутників і чотирикутників, то кожен внутрішній відрізок підрахований двічі, а периметр великого триктуника – один раз. Тому подвоєна сума шуканих відрізків дорівнює [image: image145.wmf]13
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13. () Відповідь: 3122.

Розв’язання. Запишемо ці числа у порядку зростання. Оскільки вони усі чотирицифрові, то перша цифра щонайменше 1. Тепер можемо почати виписування: 1003, 1012, 1021, 1030, 1102, 1111, 1120, 1201, 1210, 2002, 2011, 2020, 2101, 2110, 2200, 3001, 3010, 3100, 4000. Тому третє число 1021, тринадцяте – 2101. Їх сума 3122.
14. () Відповідь:  [image: image146.wmf])
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Розв’язання. Розкладемо на множники ліву та праву частині рівняння:

[image: image147.wmf])
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Тепер легко бачити, що при [image: image148.wmf]7
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y

 ліва частина додатна, а права – від’ємна. Тому залишається розглянути випадок [image: image149.wmf]7
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y

, тобто [image: image150.wmf]}
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При [image: image151.wmf]0
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 маємо, що [image: image152.wmf]7

)

8

(

2

2

=

-

x

x

 [image: image153.wmf]Þ

 [image: image154.wmf]1
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При [image: image155.wmf]1
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 маємо, що [image: image156.wmf]0
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 [image: image157.wmf]Þ

 [image: image158.wmf]0
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При [image: image159.wmf]4
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 маємо, що [image: image160.wmf]9
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 [image: image161.wmf]Þ

 розв’язків немає, оскільки [image: image162.wmf]y

x

,

 – цілі.
15. () Відповідь: 2500.

Розв’язання. Запишемо рівності: [image: image163.wmf]b
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, [image: image164.wmf]c
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, [image: image165.wmf]500
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. Тоді [image: image166.wmf]2
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, [image: image167.wmf]b
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, тоді [image: image168.wmf]b
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[image: image794.wmf]E

 [image: image169.wmf]Þ

 [image: image170.wmf]10
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, тоді [image: image171.wmf]5
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, [image: image172.wmf]50
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, тому [image: image173.wmf]2500
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16. (148) Відповідь: [image: image174.wmf]°

45

.

Розв’язання. Зрозуміло, що утворюються дві групи по 4 однакових кути. Тому один кут може дорівнювати сумі трьох інших лише за умови, що більший з утворених кутів дорівнює сумі трьох менших. Тому, якщо позначити менший кут через [image: image175.wmf]x

, то більший дорівнює [image: image176.wmf]x

3

, з рис. 7–106 видно, що [image: image177.wmf]°
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, тому [image: image178.wmf]°
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x

.
17. () Відповідь: 33.

Розв’язання. У одній групі не можуть бути двох чисел, які дають остачі 1 та 2 при діленні на 3, а також двох чисел, що кратні 3. Таким чином може бути щонайменше 33 групи, у кожну з яких входить число, що кратне 3. Тоді до групи з числом 3 додаємо усі числа, що дають остачу 1 при діленні на 3, тобто 1, 4, ..., 97, до групи з числом 6 додаємо усі числа, що дають остачу 2, таким чином, усього має бути 33 групи.
18. () Відповідь: [image: image179.wmf]4

.

Розв’язання. Перепишемо це число у такому вигляді: 

[image: image180.wmf]25
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тому число має останню ненульову цифру таку, яку має останню цифру число [image: image181.wmf]25
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. Оскільки 

[image: image182.wmf]4
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[image: image183.wmf])
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19. () Відповідь: 31 людина.
[image: image795.wmf]F

Розв’язання. Нехай було [image: image184.wmf]x

 чоловіків, а [image: image185.wmf]y

 – жінок. Тому [image: image186.wmf]y
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, або [image: image187.wmf]y

x

16
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=

, тобто [image: image188.wmf]x

 кратне [image: image189.wmf]16

, а [image: image190.wmf]y

 – [image: image191.wmf]15

. Очевидно, що умови задовольняють лише найменші значення, а саме [image: image192.wmf]16
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x

, [image: image193.wmf]15
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y

. Тому була усього [image: image194.wmf]31

 людина.
20. () Відповідь: [image: image195.wmf]4
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.

Розв’язання. Зрозуміло, що шукані точки [image: image196.wmf]C

 розташовані між точками [image: image197.wmf]A

 та [image: image198.wmf]B

. Для усіх точок [image: image199.wmf]C

 правіше від точки [image: image200.wmf]B

 або лівіше від точки [image: image201.wmf]A

 виконується умова (рис. 7–107) [image: image202.wmf]10
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AB

AC

BC

, а тому шукана рівність не може виконуватись. Для будь-якої точки між точками [image: image203.wmf]A

 та [image: image204.wmf]B

 маємо, що шукана рівність справджується: [image: image205.wmf]10
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AB

BC

AC

. Залишається серед цих точок вибрати відмінні від [image: image206.wmf]A

 та [image: image207.wmf]B

 та ті, що мають натуральні координати. Звідси й маємо наведену відповідь.
Молодша ліга. Вихідний рубіж 

1. Задача № 1 () вихідного рубежу наймолодшої ліги.
2. () Відповідь: [image: image208.wmf]13

.

Розв’язання. Оскільки усі числа після [image: image209.wmf]!

10

 закінчуються на два нулі, то треба порахувати ці цифри у перших 9 доданків. Запишемо їх: [image: image210.wmf]01
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, [image: image211.wmf]02

!
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®

, [image: image212.wmf]06
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, [image: image213.wmf]24
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, [image: image214.wmf]20
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, [image: image215.wmf]20
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, [image: image216.wmf]40
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, [image: image217.wmf]20
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®

, [image: image218.wmf]80
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®

, тому дві останні цифри – [image: image219.wmf]13

.
3. Задача № 3 () вихідного рубежу наймолодшої ліги.
4. Задача № 4 () вихідного рубежу наймолодшої ліги.
5. Задача № 5 () вихідного рубежу наймолодшої ліги.
6. Задача № 6 () вихідного рубежу наймолодшої ліги.
7. () Відповідь: [image: image220.wmf]2

.

[image: image796.wmf]G

Розв’язання. Тут позначимо кількість зіграних ігор „Д” та „Ш” через [image: image221.wmf]x

, „Д” та „М” через [image: image222.wmf]y

, а „М” та „Ш” через [image: image223.wmf]z

, тоді [image: image224.wmf]10
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, [image: image225.wmf]15
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 та [image: image226.wmf]21
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. Тоді [image: image227.wmf]x
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, [image: image228.wmf]x
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, звідси [image: image229.wmf]21
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, тобто [image: image230.wmf]2
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.
8. Задача № 8 () вихідного рубежу наймолодшої ліги.
9. () Відповідь: 16.
Розв’язання. Якщо в центрі стоїть число [image: image231.wmf]x

, то далі легко вказати числа у кутах (рис. 7–108). Тоді зрозуміло, що [image: image232.wmf]}

4

,

3

,

2

,

1

{

Î

x

. Сума тих п’яти чисел дорівнює [image: image233.wmf]x
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. Воно буде найменшим при [image: image234.wmf]4

=

x

. І це значення [image: image235.wmf]16

.
10. Задача № 10 () вихідного рубежу наймолодшої ліги.
11. () Відповідь: 280.

Розв’язання. Якщо ці числа йдуть середніми чи останніми, то кожного разу таких чисел існує 90, бо на останню позицію є 10 виборів для цифр, на першу – тільки 9. Якщо ці цифри йдуть першими, то таких чисел 100. Разом 280.
12. Задача № 12 () вихідного рубежу наймолодшої ліги.
13. Задача № 13 () вихідного рубежу наймолодшої ліги.
14. () Відповідь: 954.

Розв’язання. Запишемо задані умови у вигляді рівняння:
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[image: image237.wmf]53
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оскільки 53 – просте число, то саме воно має бути [image: image238.wmf]b
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, бо інакше, добуток стає трицифровим числом, тому [image: image239.wmf]8
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, звідки [image: image240.wmf]1
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. Варіант [image: image241.wmf]0
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x

 очевидно неможливий за умов задачі. Тому мав бути результат [image: image242.wmf]954
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15. () Відповідь: 300 м.

Розв’язання. Наталка рухається зі швидкістю 10 км/год. – тому вона пройде [image: image243.wmf]2

1

 км за [image: image244.wmf]20

1

 години. За цей час Микола проїде по доріжці [image: image245.wmf]5
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 км, тобто 200м, а тому відстань між ними – 300м.
16. Задача № 16 () вихідного рубежу наймолодшої ліги.
17. () Відповідь: 4850.

Розв’язання. З кожної вершини виходить 2 сторони та 97 діагоналей. Тому усього діагоналей [image: image246.wmf]4850
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, бо кожна діагональ рахується двічі при такому підрахунку.
18. () Відповідь: [image: image247.wmf]19

, [image: image248.wmf]38

 та [image: image249.wmf]76

.

Розв’язання. Запишемо умову ділення з остачею: [image: image250.wmf]r
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, звідси [image: image252.wmf])
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. Оскільки [image: image253.wmf]19
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, можливі значення [image: image254.wmf]n

, на які не ділиться [image: image255.wmf]144

, це: [image: image256.wmf]19

, [image: image257.wmf]38

 та [image: image258.wmf]76

. Перевіримо їх:
[image: image259.wmf]11
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[image: image261.wmf]30
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 та [image: image262.wmf]30
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[image: image263.wmf]68
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 та [image: image264.wmf]68
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 – задовольняє умову.
19. (131) Відповідь: [image: image265.wmf]4

.

Розв’язання. Нехай невідоме число у першому стовпчику дорівнює [image: image266.wmf]x

, тоді у другому стовпчику невідоме число дорівнює [image: image267.wmf]1
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, а у третьому – [image: image268.wmf]x
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. Тоді сума чисел у верхньому рядку [image: image269.wmf]x
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. Тоді у середньому – [image: image270.wmf]y
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, де [image: image271.wmf]y

 – число у останньому стовпчику. Тоді [image: image272.wmf]6
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. Звідси у правому нижньому куті повинно стояти число [image: image273.wmf]x

, при цьому сума чисел нижнього рядка дорівнює [image: image274.wmf]x
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, тому [image: image275.wmf]4
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.
20. Задача № 20 () вихідного рубежу наймолодшої ліги.
Молодша ліга. Заліковий рубіж 

[image: image797.wmf]H


1. Задача № 1 () залікового рубежу наймолодшої ліги.
2. Задача № 2 () залікового рубежу наймолодшої ліги.
3. Задача № 3 () залікового рубежу наймолодшої ліги.
4. Задача № 4 () залікового рубежу наймолодшої ліги.
5. Задача № 5 () залікового рубежу наймолодшої ліги.
6. Задача № 6 () залікового рубежу наймолодшої ліги.
7. Задача № 7 () залікового рубежу наймолодшої ліги.
8. () Відповідь: 
[image: image276.wmf]°

25

. 
Розв’язання. Трикутники 
[image: image277.wmf]BCE

 та 
[image: image278.wmf]BAF

 рівні за двома сторонами та куту між ними (рис. 7–109), тому 
[image: image279.wmf].
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 Трикутник 
[image: image280.wmf]BEF

 — рівнобедрений, тому 
[image: image281.wmf].
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 Звідси маємо: 

[image: image282.wmf]25.
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9. Задача № 9 () залікового рубежу наймолодшої ліги.
10. () Відповідь: [image: image283.wmf]9

.

Розв’язання. Позначимо [image: image284.wmf]c
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, тоді за умовою задачі маємо таку рівність: 
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Тоді [image: image286.wmf]x
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 [image: image287.wmf]Þ
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. Тому [image: image289.wmf]x

 – двоцифрове число, звідки [image: image290.wmf]a

 – одноцифрове чи двоцифрове, а [image: image291.wmf]3

x

 – п’яти- чи шестицифрове. Оскільки [image: image292.wmf]9261
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, то [image: image293.wmf]22
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. Для спрощення перебору побачимо, що [image: image294.wmf]b
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. Тому [image: image295.wmf])
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 кратне [image: image296.wmf]11

 та [image: image297.wmf]9

. Оскільки рівно одне з цих чисел кратне [image: image298.wmf]3

, то саме воно й кратне [image: image299.wmf]9

. Тому перебір досить невеликий. Якщо одне з чисел [image: image300.wmf]1
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дорівнює 22, то цей випадок неможливий;

33 – також неможливо;

44, тоді кратним 9 є число 45. маємо 2 випадки.
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99

3

=

 – неможливо.
11. Задача № 11 () залікового рубежу наймолодшої ліги.
12. Задача № 12 () залікового рубежу наймолодшої ліги.
13. Задача № 13 () залікового рубежу наймолодшої ліги.
14. Задача № 14 () залікового рубежу наймолодшої ліги.
15. Задача № 15 () залікового рубежу наймолодшої ліги.
16. () Відповідь: [image: image327.wmf]°
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Розв’язання. Позначимо [image: image330.wmf]x
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Звідси [image: image334.wmf]°
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17. Задача № 17 () залікового рубежу наймолодшої ліги.
18. () Відповідь: [image: image339.wmf])
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Розв’язання. Позначимо через [image: image341.wmf]2011
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 – просте число, тоді простими перетвореннями одержимо, що [image: image342.wmf]xy
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2) [image: image347.wmf]2
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3) Симетрично попередньому маємо третій розв’язок: [image: image350.wmf]1
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, [image: image351.wmf]p
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19. () Відповідь: [image: image352.wmf]4
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Розв’язання. Якщо намалювати ескіз графіка функції (рис. 7–111), то ми бачимо, що саме при [image: image353.wmf]a
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 він перетинається 4 рази, тому при [image: image354.wmf]4
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 маємо рівно 4 розв’язки. 
20. Задача № 20 () залікового рубежу наймолодшої ліги.
Середня ліга. Вихідний рубіж 

1. Задача № 1 () вихідного рубежу наймолодшої ліги.
2. () Відповідь: 6.
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Розв’язання. Знайдемо суму усіх чисел: [image: image355.wmf]351
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3. () Відповідь: [image: image367.wmf]1
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[image: image373.wmf])
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звідки ми маємо, що [image: image374.wmf]1
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4. () Відповідь: ГМТ зображене сірим на рис. 7–112. 
Розв’язання. Спочатку проведемо через точки [image: image375.wmf]A

 та [image: image376.wmf]B

 прямі, які перпендикулярні прямій [image: image377.wmf]AB

. Шукані точки [image: image378.wmf]C

 розташовані всередині цієї смуги двох прямих (прямі не включаються), бо інакше не буде гострого кута при одній з вершин [image: image379.wmf]A

 чи [image: image380.wmf]B

. Для того, щоб при вершині [image: image381.wmf]C

 також був гострий кут, треба, щоб вона була розташована поза круга з діаметром [image: image382.wmf]AB

. Звідси й маємо наведену на рис. 103 відповідь.
[image: image801.wmf]8


5. Задача № 5 () вихідного рубежу наймолодшої ліги.
6. (156) Відповідь: [image: image383.wmf]16

.

Розв’язання. Позначимо числа у центральній клітині через [image: image384.wmf]x

, зліва від неї – [image: image385.wmf]z

, зверху через [image: image386.wmf]y

. Тоді з умови по рядках та стовпчиках можемо записати, числа справа від центральної клітини [image: image387.wmf]xz
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 та нижче [image: image388.wmf]xy
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 (рис. 7–113). Тепер кутові клітини заповнюються з умов добутку чисел у квадратах [image: image389.wmf]2
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 відповідно. З добутку у верхньому рядку: [image: image394.wmf]1
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7. () Відповідь: [image: image401.wmf])
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Розв’язання. Піднесемо перше рівняння до квадрату: [image: image403.wmf]y
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8. () Відповідь: [image: image408.wmf]°

60

. 
Розв’язання. Зробимо перетворення заданої умови таким [image: image409.wmf]3
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9. Задача № 9 () вихідного рубежу молодшої ліги.
10. Задача № 10 () вихідного рубежу наймолодшої ліги.
11. () Відповідь: [image: image414.wmf])
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Розв’язання. Позначимо корені [image: image416.wmf]1
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Оскільки число [image: image420.wmf]199

 – просте, то можливі два випадки:
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[image: image802.wmf]x


12. () Відповідь: [image: image429.wmf]17
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Розв’язання. Виберемо на гіпотенузі [image: image430.wmf]BC

 точку [image: image431.wmf]G

 таким чином, щоб [image: image432.wmf]AF
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13. Задача № 13 () вихідного рубежу наймолодшої ліги.
14. Задача № 14 () вихідного рубежу молодшої ліги.
15. () Відповідь: [image: image447.wmf]9
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Розв’язання. Якщо додати ці рівняння, то будемо мати, що 
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тому з першого рівняння остаточно одержимо, що 
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16. () Відповідь: [image: image450.wmf]5

. 
Розв’язання. З теореми косинусів можемо записати, що [image: image451.wmf]g
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17. Задача № 17 () вихідного рубежу молодшої ліги.
18. Задача № 18 () вихідного рубежу молодшої ліги.
19. () Відповідь: [image: image455.wmf]0

. 
Розв’язання. Двічі домножимо задану рівність на спряжені вирази:
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20. (162) Відповідь: [image: image464.wmf]°
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Розв’язання. Нехай [image: image465.wmf]O

 – центр вписаного кола (рис. 7–115), тоді чотирикутник [image: image466.wmf]AMON
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Середня ліга. Заліковий рубіж 

1. () Відповідь: 44.

Розв’язання. Порахуємо усі можливі варіанти розподілу подарунків без урахування особливостей умови, а просто щоб кожен отримав 1 подарунок. Перенумеруємо друзів 1, 2, 3, 4 та 5. Тоді 1-й може вручити кожному з п’яти, другий – решті з 4-х, ..., разом 120 варіантів. Подивимось, скільки тут не задовольняють умову.

Якщо 1 отримав свій подарунок, то таких варіантів 5. Вони однакові, залишається подивитись, коли усі інші отримають не свій подарунок. Наприклад, свій отримав 5-й, тоді умову задовольняють лише такі варіанти: з усіх 24 можливих підкреслені шукані 9.

(1, 2, 3, 4), (1, 2, 4, 3), (1, 3, 2, 4), (1, 3, 4, 2), (1, 4, 2, 3), (1, 4, 3, 2),

(2, 1, 3, 4), (2, 1, 4, 3), (2, 3, 1, 4), (2, 3, 4, 1), (2, 4, 1, 3), (2, 4, 3, 1),

(3, 2, 1, 4), (3, 2, 4, 1), (3, 1, 2, 4), (3, 1, 4, 2), (3, 4, 2, 1), (3, 4, 1, 2),

(4, 2, 3, 1), (4, 2, 1, 3), (4, 3, 2, 1), (4, 3, 1, 2), (4, 1, 2, 3), (4, 1, 3, 2),

Тому разом 45 варіантів, коли рівно 1 отримує свій подарунок. 

Рівно 2 – тоді їх вибір 10, тоді з трьох, що залишились умову задовольняють лише 2:

(1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2), (3, 2, 1),

разом – 20.

Коли 3 отримують свої, таких варіантів також 10, але лише 1 залишається, щоб їм не попали свої подарунки. Тому маємо ще 10 варіантів. 

4 не можуть отримати свої, щоб п’ятий отримав чужий, тому ще є варіант, коли кожен отримує свій.

Разом маємо варіантів, що умову не задовольняють: 
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2. () Відповідь: [image: image471.wmf]15
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Розв’язання. Нехай хлопців [image: image472.wmf]x
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. Наступні значення [image: image489.wmf]10

 та [image: image490.wmf]20

 дають у сумі [image: image491.wmf]30
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3. Задача № 3 () залікового рубежу наймолодшої ліги.
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, далі з теореми Піфагора маємо (рис. 7–116):
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5. () Відповідь: 33.

Розв’язання. Очевидно, що усі числа можна замінити на 0 для парних та на 1 для непарних. Спочатку наведемо приклад 33 чисел, що задовольняють умову: [image: image503.wmf]3
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Покажемо, що більшої кількості чисел підібрати не можна. Сума перших 17 чисел – парна, тому 18-те число – 1, так само 19-те, 20-те ,... і так до останнього. Але тоді, якщо чисел щонайменше 34, то сума з 18 по 34 усіх одиниць дає непарне число, що суперечить умові.
6. () Відповідь: 35.

Розв’язання. Запишемо формулу кількості дільників. Якщо [image: image504.wmf]M
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7. () Відповідь: [image: image524.wmf]364

.

Розв’язання. Позначимо через 
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8. Задача № 8 () залікового рубежу молодшої ліги.
9. () Відповідь: 21.

Розв’язання. Спочатку за кількістю вершин одного кольору. 

0 вершин одного та 8 іншого. 2 варіанти.

1 вершина одного кольору та 7 іншого. 2 варіанти. 
2 вершини одного та 6 іншого. Ці дві вершини можуть бути сусідніми по ребру, утворювати кінці діагоналі грані або кінці діагоналі усього куба. Разом 6 варіантів. 
3 вершини одного та 5 іншого. Ці три вершини можуть бути в одній грані; дві з них можуть утворювати кінці ребра, а третя, щоб не бути в тій площині утворює діагональ грані з однією; усі 3 не є кінцівками ребра. Тоді разом 6 варіантів. 
Тут кожного разу ми множили на 2, оскільки варіанти із зміною кольорів себе не повторювали.
4 вершини одного та 4 іншого. Тут треба перевіряти чи треба подвоювати варіанти, або при зміні кольорів залишається той самий варіант.

Ці чотири вершини можуть бути в одній грані (рис. 7–117). Тоді варіанти однакові. 

Три в одній грані, а четверта під середньою (рис. 7–118). Варіанти однакові. 

Три в одній грані, а четверта під крайньою (рис. 7–119). Варіанти однакові. 

Три в одній грані, а четверта під вершиною іншого кольору (рис. 7–120). Варіанти однакові. 

Дві вершини в одній грані, тоді, щоб не було трьох вершин у грані цього кольору можливий лише такий варіант (рис. 7–121). Варіанти однакові. 
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Таким чином тут разом маємо 5 варіантів.

Разом маємо 21 варіант.

10. Задача № 10 () залікового рубежу молодшої ліги.
11. () Відповідь: [image: image532.wmf]0
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. Вираз у дужках додатний, тому залишається розглянути випадок [image: image538.wmf]x
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[image: image810.wmf]x


12. () Відповідь: [image: image542.wmf])
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Розв’язання. Нехай квадрат має вершини [image: image543.wmf]ABDE
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Таким чином кожний з виразів досягає максимуму при максимальному значенні [image: image558.wmf]g
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13. () Відповідь: 5.

Розв’язання. Усього стовпчиків 15, як це не важко побачити з нижнього рядка. Позначимо їх суми зліва направо [image: image566.wmf]1
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, а тепер розглянемо різниці між сусідніми. Для цього обчислимо перші ненульові елементи кожного стовпчика, а далі побачимо, як оцінити різницю. [image: image568.wmf]2
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14. () Відповідь: [image: image577.wmf]503
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 може бути максимум [image: image588.wmf]503
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15. () Відповідь: може, наприклад 
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Розв’язання. Перевіркою неважно переконатись, що рівність вірна:
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Джерелом пошуку прикладу є вибір двох чисел у вигляді 
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16. () Відповідь: [image: image598.wmf]9

.

Розв’язання. При будь-якому розташуванні внутрішнього прямокутника, якщо його паралельно зсунути таким чином, щоб [image: image599.wmf]M
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 та [image: image600.wmf]Q
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. Побудуємо відрізок [image: image602.wmf]BK

, який рівний та паралельний діагоналі [image: image603.wmf]QN
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 належить прямій [image: image605.wmf]AD

, тоді у прямокутному [image: image606.wmf]KBD
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 катети дорівнюють [image: image607.wmf]QN
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17. Задача № 17 () залікового рубежу наймолодшої ліги.
18. Задача № 18 () залікового рубежу молодшої ліги.
19. Задача № 19 () залікового рубежу молодшої ліги.
20. () Відповідь: [image: image616.wmf]2
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Розв’язання. Позначимо радіус меншого кола через [image: image617.wmf]r
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Старша ліга. Вихідний рубіж
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1. Задача № 1 () вихідного рубежу наймолодшої ліги.
2. Задача № 2 () вихідного рубежу середньої ліги. 

3. Задача № 3 () вихідного рубежу середньої ліги. 

4. () Відповідь: [image: image641.wmf]3
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Розв’язання. Умову арифметичної прогресії запишемо у вигляді рівності: [image: image642.wmf]b
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5. () Відповідь: [image: image661.wmf]11
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Розв’язання. Усього 3 точки можна вибрати 
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. Порахуємо кількість випадків, коли вони лежать на одній прямій. Якщо ці точки в одній горизонталі, то таких варіантів 
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. Якщо на одній вертикалі, то 
[image: image664.wmf]4

. Якщо по діагоналі, то 
[image: image665.wmf]4

 (рис. 7–125). Таким чином імовірність дорівнює 
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6. Задача № 6 () вихідного рубежу середньої ліги. 

7. () Відповідь: [image: image667.wmf]4
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 та [image: image668.wmf]2
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Розв’язання. Прологарифмуємо ці рівності за основою [image: image669.wmf]a

 і одержимо, що [image: image670.wmf]b
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8. Задача № 8 () вихідного рубежу середньої ліги. 

9. () Відповідь: ситуація неможлива.
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Розв’язання. Усього витягнути 2 кулі варіантів [image: image682.wmf]45
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. Тому одержати імовірність [image: image683.wmf]2

1

 неможливо.
10. Задача № 10 () вихідного рубежу наймолодшої ліги.
11. Задача № 11 () вихідного рубежу середньої ліги. 

12. Задача № 12 () вихідного рубежу середньої ліги. 

13. () Відповідь: 55.

Розв’язання. Позначимо числа вздовж діагоналі таким чином: [image: image684.wmf]y
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, як це показане на рис. 7–126, однакову суму по усіх рядках, стовпчиках та діагоналях через [image: image685.wmf]S

. Тоді далі маємо показане заповнення таблиці. Сума на діагоналях повинна дорівнювати [image: image686.wmf]S
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14. () Відповідь: [image: image689.wmf]401
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Розв’язання. Розкладемо на множники вираз: 
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Очевидно, що три останні числа – прості. Але з малої теореми Ферма можемо записати, що [image: image691.wmf])
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. Тепер залишається переконатись, що [image: image696.wmf]401

 шуканий найбільший простий дільник цього числа.
15. Задача № 15 () вихідного рубежу середньої ліги.
16. Задача № 16 () вихідного рубежу середньої ліги. 

17. Задача № 17 () вихідного рубежу молодшої ліги.
18. () Відповідь: 98765432 і 1 та 98765431 і 2.

Розв’язання. Очевидно, що якщо утворити восьмицифрове число та одноцифрове, то їх сума буде максимально можливою, якщо перше починається, наприклад, з 9. Зрозуміло, що більші цифри повинні стояти на перших позиціях для максимальності суми. Таким чином перші 7 цифр восьмицифрове числа дорівнюють 9876543. А от останні цифри можуть бути 2 та 1 у довільному порядку, тому шуканих відповідей дві: [image: image697.wmf]98765432

 та [image: image698.wmf]1

, а також [image: image699.wmf]98765431

 та [image: image700.wmf]2

.
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19. Задача № 19 вихідного рубежу середньої ліги. 

20. () Відповідь: [image: image701.wmf]25
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Розв’язання. Позначимо радіус основи конуса через [image: image702.wmf]R
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Старша ліга. Заліковий рубіж

1. Задача № 1 () залікового рубежу середньої ліги. 

2. () Відповідь: шуканих натуральних чисел не існує.
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3. Відповідь: [image: image720.wmf]0
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4. Задача № 4 () залікового рубежу середньої ліги. 

5. Задача № 5 () залікового рубежу середньої ліги. 

6. Задача № 6 () залікового рубежу середньої ліги.
7. Задача № 7 () залікового рубежу середньої ліги. 

8. Відповідь: [image: image738.wmf]3
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Розв’язання. Нехай кути трикутника задовольняють умови [image: image739.wmf]p
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Тоді залишається випадок [image: image751.wmf]1
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. Звідки й знаходимо шукані кути.
9. Задача № 9 () залікового рубежу середньої ліги.
10. Задача № 10 () залікового рубежу молодшої ліги.
11. Задача № 11 () залікового рубежу середньої ліги. 

12. Задача № 12 () залікового рубежу середньої ліги. 

13. Задача № 13 () залікового рубежу середньої ліги. 

14. Задача № 14 () залікового рубежу середньої ліги.
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Тому в залежності від знаку [image: image774.wmf]d
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16. Задача № 16 (169) залікового рубежу середньої ліги.
17. Задача № 17 () залікового рубежу наймолодшої ліги.
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Розв’язання. Дивись задачу № 18 () молодшої ліги. 
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20. Задача № 20 (152) залікового рубежу молодшої ліги.
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Рис. 7–102 
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Рис. 7–106





�





�





Рис. 7–107
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Рис. 7–108 
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Рис. 7–109
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Рис. 7–110
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Рис. 7–111
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Рис. 7–112
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Рис. 7–113
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Рис. 7–114
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Рис. 7–115
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Рис. 7–116
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Рис. 7–117 
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Рис. 7–123
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Рис. 7–124
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Рис. 7–125
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Рис. 7–127
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