PAGE  
6

LXVIIІ Київська міська олімпіада юних математиків

Умови та вказівки до розв’язків задач

1 тур

7 клас

1. Використавши кожну з десяти цифр рівно один раз, утворіть два п’ятицифрових числа таким чином, щоб їх різниця була максимально можливою.
[image: image339.wmf]M


Відповідь: 
[image: image1.wmf]88531
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Розв’язання. Щоб різниця була найбільшою, треба, щоб зменшуване було найбільшим можливим, а від’ємник – найменшим. Для найбільшого числа використаємо найбільші цифри і одержимо число 
[image: image2.wmf]98765

. Для від’ємника використаємо найменші цифри, але воно повинно починатись з 
[image: image3.wmf]1

, бо інакше не буде п’ятицифровим. Найменше має вигляд 
[image: image4.wmf]10234

. Тому маємо наведену відповідь. 

[image: image340.wmf]N

2. Квадрат 
[image: image5.wmf]ABCD

 розрізано на 5 прямокутників однакової площі, як це показано на рисунку. Знайдіть площу квадрата, якщо відрізок 
[image: image6.wmf]1
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.
Відповідь: 
[image: image7.wmf]4

.
Розв’язання. Позначимо точки як на рис. 2. З умов задачі 
[image: image8.wmf]1
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. Спільну площу усіх прямокутників позначимо через 
[image: image9.wmf]S

. Далі послідовно знаходимо, що 
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. Звідки 
[image: image13.wmf]2
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Тому площа квадрата дорівнює 
[image: image14.wmf]4

.
3. Знайдіть усі пари простих чисел 
[image: image15.wmf])

,

(

q

p

, де 
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, для яких числа 
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 та 
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 також є простими.
Відповідь: 
[image: image19.wmf]5
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Розв’язання. Для того щоб число 
[image: image21.wmf]q
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 було простим, числа 
[image: image22.wmf]p

 і 
[image: image23.wmf]q

 повинні бути різної парності, тому 
[image: image24.wmf]2
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. Тоді за умовою задачі числа 
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 та 
[image: image27.wmf]2
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 – прості. Неважко зрозуміти, що ці числа дають різні остачі при діленні на 
[image: image28.wmf]3

. Тому одне з цих чисел дорівнює 
[image: image29.wmf]3

.

Якщо 
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, то 
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, отже пара чисел 
[image: image33.wmf])
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 – задовольняє умову.

Якщо 
[image: image34.wmf]3
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, то число 
[image: image35.wmf]1
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 – не є простим.

Якщо 
[image: image36.wmf]3
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, то число 
[image: image37.wmf]1
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 – не є простим.

4. На вечірці зібралися декілька людей. Кожні двоє, які не знайомі між собою, мають рівно двох спільних знайомих (якщо людина А знайома з людиною Б, то обов’язково і людина Б знайома з А). Михайлик та Віталик знайомі між собою, але не мають жодного спільного знайомого.
[image: image341.wmf]A

а) Доведіть, що Михайлик та Віталик мають однакову кількість знайомих на вечірці. 

б) Чи може на такий вечірці бути рівно 6 людей?
[image: image342.wmf]B

Розв’язання. а) Михайлика та Віталика позначимо через 
[image: image38.wmf]A

 та 
[image: image39.wmf]B

 відповідно. Нехай 
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 та 
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 – множини знайомих 
[image: image42.wmf]A

 та 
[image: image43.wmf]B

 відповідно (рис. 3). Жодна людина з множини 
[image: image44.wmf])
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 не знайома з 
[image: image45.wmf]B

, бо інакше у 
[image: image46.wmf]A

 та 
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 був би спільний знайомий. Тому кожна людина 
[image: image48.wmf]X

 з множини 
[image: image49.wmf])
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 має рівно двох спільних знайомих з людиною 
[image: image50.wmf]B

: один з цих знайомих — це людина 
[image: image51.wmf]A

, а інший — деяка людина 
[image: image52.wmf]Y

 з множини 
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. Таким чином, кожній людині 
[image: image54.wmf]X

 з множини 
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 відповідає єдина людина 
[image: image56.wmf]Y

 з множини 
[image: image57.wmf])
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. Неважко переконатися, що ця відповідність є взаємно однозначною. Тому кількість людей у множинах 
[image: image58.wmf])
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 і 
[image: image59.wmf])
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 однакова.
б) Приклад, що таке можливо для 6 учасників, наведений на рис. 4. 


8 клас 

1. Обчислить значення виразу: 
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де для натурального числа 
[image: image61.wmf]n

 через 
[image: image62.wmf]!
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 позначено добуток 
[image: image63.wmf]n
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Відповідь: 
[image: image64.wmf]21

.
Розв’язання. Використовуючи рівність: 
[image: image65.wmf]!
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, зробимо такі перетворення:
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 EMBED Equation.3  [image: image67.wmf](
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2. Використавши кожну з десяти цифр рівно один раз, утворіть два числа (цифра 0 не може стояти на першому місці у жодному з чисел), таким чином, щоб модуль їх різниці був найменшим.
Відповідь: 
[image: image69.wmf]247
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Розв’язання. Очевидно, що ці числа повинні бути п’ятицифровими, бо інакше різниця буде щонайменше п’ятицифровим числом. Справді, найменше шестицифрове число з усіма різними цифрами 
[image: image70.wmf]102345

, найбільше чотирицифрове число – 
[image: image71.wmf]9876

, їх різниця дорівнює 
[image: image72.wmf]92469

. Ще більша різниця буде для випадку інших чисел з різною кількістю цифр.

Для найменшої різниці двох п’ятицифрових чисел очевидно треба, щоб перші цифри відрізнялися на 
[image: image73.wmf]1

. Інакше їх різниця так само буде п’ятицифровим числом. 

Тепер треба перебрати варіанти, у яких число з більшою першою цифрою доповнюється мінімальними, а з меншою – максимальними. Таким чином треба перевірити, яка з різниць є найменшою.
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Тому шукані числа та їх різниця визначаються з рівності: 
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3. Задача 7–3.

4. Відомо, що 
[image: image83.wmf]1

=

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

c

b

a

d

b

a

d

c

a

d

c

b

d

c

b

a

. Знайдіть значення виразу 
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Відповідь: 
[image: image85.wmf]0

.
Розв’язання. Зауважимо, що 
[image: image86.wmf]0
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. Домножимо задану рівність на 
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 EMBED Equation.3  [image: image91.wmf]d
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Звідси
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5. Нехай 
[image: image93.wmf]ABCD

 – опуклий чотирикутник. Доведіть, що кола, вписані у трикутники 
[image: image94.wmf]ABC

, 
[image: image95.wmf]BCD

, 
[image: image96.wmf]CDA

 та 
[image: image97.wmf]DAB

, мають спільну точку тоді і тільки тоді, коли 
[image: image98.wmf]ABCD

 – ромб.
Розв’язання. Якщо чотирикутник — ромб, то твердження задачі очевидне.
Нехай тепер у чотирикутника 
[image: image99.wmf]ABCD

 указані кола мають спільну точку. Оскільки вписане коло трикутника розташоване всередині трикутника, то спільною точкою кіл може бути лише спільна точка відповідних чотирьох трикутників, тобто точка перетину діагоналей 
[image: image100.wmf]O

 (рис. 5). 

Припустимо, що діагоналі чотирикутника 
[image: image101.wmf]ABCD

 не перпендикулярні. Нехай 
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 центри вписаних кіл трикутників 
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 та 
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. Тоді точки 
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[image: image111.wmf]DOC

Ð

 (рис. 5). Справді, кожна з цих точок лежить на прямій, яка проходять через точку 
[image: image112.wmf]O

 і перпендикулярна діагоналі чотирикутника (нагадаємо, що 
[image: image113.wmf]O

 – точка дотику кіл з діагоналями). Позначимо через 
[image: image114.wmf]E

 та 
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 – точки перетину променів 
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 відповідно. Тоді 
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З аналогічних міркувань одержимо, що 
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. Але це суперечить тому, що сума кутів чотирикутника дорівнює 
[image: image124.wmf]°
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Таким чином діагоналі чотирикутника 
[image: image125.wmf]ABCD

 перпендикулярні. Але вписане коло трикутника дотикається до сторони в точці, яка є основою перпендикуляра, що проведений з центра вписаного кола. Оскільки спільною точкою усіх кіл є точка перетину перпендикулярних діагоналей, то ці центри вписаних кіл лежать на діагоналях. А це означає, що діагоналі є бісектрисами кутів чотирикутника. Звідки випливає, що у 
[image: image126.wmf]ABC
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 відрізок 
[image: image127.wmf]BO

 є бісектрисою та висотою, а тому й медіаною. Таким чином 
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. Аналогічно доводиться рівність усіх сторін чотирикутника 
[image: image129.wmf]ABCD

, а тому він є ромбом. 
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1. При яких значеннях параметра 
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 параболи 
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Відповідь: 
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Розв’язання. Параболи дотикаються, якщо вони мають рівно одну спільну точку, а тому рівняння 
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2. Знайдіть усі натуральні числа 
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, які задовольняють рівність: 
[image: image141.wmf]4
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(Семенова Віра)
Відповідь: таких чисел не існує.

Розв’язання. При діленні на 
[image: image142.wmf]7

 степені числа 
[image: image143.wmf]2

 дають з періодом 
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 остачі 
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 Але це означає, що 
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, проте це неможливо. Одержана суперечність завершує доведення.
3. Числа 
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. Доведіть, що виконується нерівність 
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Розв’язання. Оскільки добуток двох додатних чисел є додатнім числом, то: 
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звідки й випливає шукана нерівність.

4. На дошці записано число 2013. Два гравці грають у таку гру. За один хід треба відняти від числа, що записане на дошці, будь-який його дільник та записати на дошці одержану різницю замість попереднього числа. Програє той гравець, після ходу якого на дошці буде записано число 0. Хто з гравців може забезпечити собі виграш?
(Піскун Олексій)
Відповідь: Виграє другий гравець. 

Розв’язання. Нескладно помітити, що всі непарні числа мають тільки непарні дільники. Отже якщо гравець ходить з непарного числа, то йому доведеться записати на дошці парне число. Звідси маємо стратегію для другого гравця: кожним своїм ходом віднімати від записаного числа 1. Тоді перший гравець завжди буде починати з непарного числа і записувати парне число. Оскільки числа на дошці постійно зменшуються, колись перший гравець буде змушений записати 
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5. Два кола 
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 дотикаються зовнішнім чином у точці 
[image: image160.wmf]Q

. Спільна зовнішня дотична цих кіл дотикається 
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 у точці 
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 – діаметр цього кола. Через точку 
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 проведена дотична до кола 
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, що дотикається цього кола в точці 
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 та 
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 лежать у одній півплощині відносно прямої 
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. Доведіть, що коло 
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 ділить навпіл відрізок 
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.

(Нагель Ігор)
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Розв’язання. Нехай точка 
[image: image172.wmf]K

 – точка дотику дотичної до кола 
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 (рис. 6). Проведемо також через точку 
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 спільну внутрішню дотичну кіл. Нехай вона перетинає дотичну 
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 в точці 
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. Тоді з властивостей дотичної кола 
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 – діаметр. Тому точки 
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 лежать на одній прямій. За умовою задачі 
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 та з властивостей дотичної та січної кола 
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 у точці 
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. Тоді 
[image: image191.wmf]°

=

Ð

90

BMA

, тобто  
[image: image192.wmf]AM

 – висота рівнобедреного 
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. Звідси 
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10 клас 

1. Задані три квадратних рівняння: 
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. Відомо, що перше квадратне рівняння має корінь 
[image: image198.wmf]a
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. Доведіть, що усі три рівняння мають спільний корінь.
Розв’язання. З теореми Вієта перше рівняння має корені 
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 задовольняють рівність: 
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2. Натуральні числа 
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 задовольняють умову 
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Відповідь: не може.
Розв’язання. З умови задачі випливає, що число 
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 – не просте число.

3. Задача 9–4.

4. Задача 9–5.

5. Для довільних додатних чисел 
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Чи може у цій нерівності досягатись рівність?
(Рубльов Богдан)
Відповідь: рівність досягатись може.

Розв’язання. 
Розглянемо таку геометричну конструкцію: визначимо кут 
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Побудуємо трикутники 
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 та 
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 як це показано на рис. 7 за таких умов: 
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Має місце нерівність 
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яка показує, що сума ланок ламаної не менше від довжини відрізку, що з’єднує її кінці:

Скориставшись теоремою косинусів, обчислимо довжини відрізків 
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 EMBED Equation.3  [image: image235.wmf]a
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 EMBED Equation.3  [image: image236.wmf]a
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що й треба було довести.

У доведеній нерівності рівність буде досягалися тоді, коли точки 
[image: image237.wmf]B

 та 
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 попадуть на відрізок 
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11 клас 

1. Задача 10–1.

2. Задача 10–2.

3. Відрізок 
[image: image240.wmf]AB

 – діаметр кола. Точки 
[image: image241.wmf]M

 та 
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 належать цьому колу і розташовані у різних півплощинах відносно прямої 
[image: image243.wmf]AB

. З точки 
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 проведені перпендикуляри 
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 і 
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 на прямі 
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 відповідно. Доведіть, що пряма 
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 перетинає відрізок 
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 у його середині.
(Нагель Ігор)
Розв’язання. Проведемо відрізки 
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. Тоді навколо чотирикутника 
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 можна описати коло (рис. 8). Тому
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Оскільки 
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, що й треба було довести. 
Альтернативне розв’язання. Нехай з точки 
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 на пряму 
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 опущено перпендикуляр 
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. Як відомо, точки 
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 і 
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 лежать на одній прямій (прямій Сімсона). Крім того, кути 
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 — діаметр). Тому 
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 — прямокутник, а пряма 
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, що містить одну його діагональ, ділить іншу діагональ 
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 прямокутника навпіл.
4. Для додатних чисел 
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 доведіть нерівність:
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Чи може у цій нерівності досягатись рівність?
(Шуклін Сергій)
Відповідь: рівність досягатись не може.

Розв’язання. 
Скористаємося допоміжною нерівністю 
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 рівність досягається при 
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Тоді 
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Якщо додати цю та ще дві аналогічні нерівності, то отримаємо шукану нерівність. 
Для виконання рівності повинні одночасно виконуватись умови 
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5. На колі задана 
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 точка. Кожні дві з них з’єднані вектором. Позначимо через 
[image: image287.wmf]R

 кількість трикутників з вершинами в заданих точках, у яких сума векторів, що задають сторони трикутника, дорівнює нульовому вектору. Знайдіть найменше та найбільше значення, яке може приймати 
[image: image288.wmf]R

.
(Рубльов Богдан)
Відповідь: найменше значення 
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; найбільше – 
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Розв’язання. Перенумеруємо вершини послідовно за рухом годинникової стрілки числами 
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Спочатку знайдемо найменше значення 
[image: image292.wmf]R

. Проведемо усі вектори від вершини з меншим номером (початок вектора) до вершини з більшим номером (кінець вектора). Тоді у кожному трикутнику з вершини з найменшим номером виходить два вектори, тому сума векторів не може дорівнювати нулеві. 

Для знаходження найбільшого значення 
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 спочатку доведемо таку лему. 
Лема. Нехай натуральні числа 
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 набуває найменшого значення при 
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Доведення. Оскільки 
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то величина 
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 набуває найменшого значення при 
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Лему доведено.

Про вектор 
[image: image302.wmf]AB

 будемо казати, що він виходить з точки 
[image: image303.wmf]A

 і входить у точку 
[image: image304.wmf]B

. Назвемо також трикутник з нульовою сумою відповідних векторів регулярним. 

Зрозуміло, що у кожного нерегулярного трикутника з однієї вершини два вектори виходять, а в іншу вершину два вектори входять. 

Обчислимо загальну кількість 
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 нерегулярних трикутників. 

Нехай з вершини 
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 виходить 
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 векторів та входить 
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 векторів. Для кожної вершини 
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 пар векторів, які одночасно виходять з вершини 
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 або входять у вершину 
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. 
Таким чином, загалом кількість нерегулярних трикутників 
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 дорівнює 
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Тут перед знаком суми стоїть множник 
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, оскільки кожний нерегулярний трикутник пораховано двічі, один раз у вершині, у яку входять два вектори, другий раз – у вершині, з якої виходять два вектори. Оскільки з для кожної вершини 
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, то з урахуванням леми маємо таку оцінку для кількості 
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Загальна кількість всіх трикутників дорівнює 
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оскільки кожні три точки визначають один такий трикутник. Тому загальна кількість регулярних трикутників 
[image: image320.wmf]R

 задовольняє нерівність: 
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Покажемо існування такої розстановки напрямків векторів, що 
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Нехай з кожної вершини 
[image: image326.wmf]i

 вектори виходять лише у наступні 
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 вершин, якщо рухатися від вершини 
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 за годинниковою стрілкою. Наприклад, з вершини 
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 вектори виходять у вершини 
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. На рис. 9 показано приклад такої розстановки векторів для 
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 точок.

Оскільки при такому визначенні напрямків векторів для кожної вершини 
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 виконуються рівності 
[image: image335.wmf]n

m

l

i

i

=

=

, то

[image: image336.wmf](

)

å

+

=

+

=

1

2

1

2

2

2

1

n

i

m

l

i

i

C

C

N



 EMBED Equation.3  [image: image337.wmf])

1

(

)

1

2

(

2

1

-

+

=

n

n

n

, 

а тому й 
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Рис. 1
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Рис. 2
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Рис. 3
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Рис. 4
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Рис. 5
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Рис. 6.
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Рис. 7





Рис. 8
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Рис. 9
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