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1. Відповідь:   
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Розв’язання. Підставимо у вихідне рівняння 
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, отримаємо 
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. Поклавши 
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, матимемо 
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. З умови 
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 і, враховуючи те, що 
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. Простою перевіркою переконуємось, що функції такого вигляду задовольняють умову задачі. 
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, отримаємо два можливі випадки: 
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. Якщо 
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У випадку 
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 у початкове рівняння, одержимо 
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Остання суперечність показує неможливість цього випадку. 
2. Розв’язання. Для доведення того, що прямі 
[image: image27.wmf]DG

 і 
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 перетинаються на колі 
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, достатньо показати рівність кутів 
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 і 
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. Нехай 
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 – центр зовнівписаного кола трикутника 
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, що дотикається сторони 
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. За теоремою про трилисник 
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 – середня лінія трикутника 
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. Таким чином рівність 
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 рівносильна 
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Оскільки 
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 і (рис. 54) 
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, то трикутники 
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 і 
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 – подібні, звідки 
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. Далі, 
[image: image47.wmf]2

90

ABC

a

ABIAIC

Ð

=+=Ð

o

, 
[image: image48.wmf]a

BAIIAC

Ð=Ð

, звідки слідує, що трикутники 
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 та 
[image: image50.wmf]IAC

 також подібні, а отже 
[image: image51.wmf]a

ABACAIAI

×=×

. 
Комбінуючи отримані рівності, маємо: 
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, а з урахуванням рівності кутів 
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 та 
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, тобто прямі 
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 і 
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 перетинаються на колі описаному навколо трикутника 
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Альтернативне розв’язання.   Нехай 
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 – точка перетину прямої 
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 і кола 
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. Очевидно, що нам достатньо довести, що пряма 
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 проходить через середину відрізка 
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. Позначимо через 
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 точки перетину прямої 
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, відповідно. Доведемо, що 
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 – паралелограм, звідки буде випливати, що 
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 проходить через точку 
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 (рис. 55). 
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Оскільки 
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, то чотирикутник 
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 – вписаний, а отже 
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тому 
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 та 
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 – паралельні. 

Таким чином, нам залишилось довести, що 
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 паралельно 
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 і ми хочемо показати, що 
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, то нам достатньо довести подібність трикутників 
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 та 
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 або, що еквівалентно, рівність 
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то трикутники 
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 і 
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 подібні за двома кутами. Використовуючи теорему про трилисник та останню подібність, маємо необхідне: 
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3. Відповідь: 
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Розв’язання. Доведення розпочнемо з такої леми.

Лема 1. Для довільного простого 
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 і натуральних 
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 і 
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 в непарній степені. 
Доведення. Нехай 
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 ділиться на 
[image: image106.wmf]3

p

, але не ділиться на 
[image: image107.wmf]4

p

. В цьому випадку 
[image: image108.wmf]()

tntmmn

+=+--

 ділиться на 
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 отримуємо твердження леми. В іншому випадку, за значення 
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 візьмемо 
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Лема 2.  Якщо 
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Доведення.  Для деяких 
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 і 
[image: image122.wmf]n

, розглянемо довільний простий дільник 
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 числа 
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 в канонічній розклад чисел 
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 непарна. За умовою, 
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 – повні квадрати, тому 
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[image: image133.wmf]pmn

|-

. 
З Леми 2 безпосередньо випливає, що 
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, чого бути очевидно не може, бо тоді 
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 ділиться на довільне просте число. Отже, залишається розглянути лише два випадки: 
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4. Розв’язання.  Без обмеження загальності можемо вважати, що точка 
[image: image146.wmf]S

 лежить на промені 
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 за точку 
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 (рис. 56). Оскільки 
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 належить дузі 
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 належить дузі 
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Аналогічно, 
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, тому 
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Таким чином, маємо 
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Альтернативне розв’язання. Без обмеження загальності можемо вважати, що точка 
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 лежить на промені 
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 за точку 
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. Нехай 
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 – дотична до кола 
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, проведена через точку 
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 (рис. 57). Оскільки 
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Враховуючи, що 
[image: image183.wmf]OMl

^

 (
[image: image184.wmf]O

 – центр 
[image: image185.wmf]G

) та 
[image: image186.wmf]lSPKL

PP

, отримуємо, що 
[image: image187.wmf]OMKL

^

, тобто 
[image: image188.wmf]KMML

=

. 
5. Відповідь: Так.
Розв’язання. Позначатимемо 
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таке: якщо 
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 послідовних коробок містять 
[image: image191.wmf]12

n

aa…a

,,,

 монет, то за допомогою операцій описаних в умові, можна отримати в них 
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 монет відповідно, залишивши при цьому всі інші коробки недоторканими. 

Нехай 
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Для цього спочатку доведемо дві леми. 
Лема 1. 
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Доведення. Доведемо за допомогою індукції, що 
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, просто виконаємо для першої коробки операцію типу 1: 
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Далі припустимо, що 
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 виконуємо операцію типу 1 для середньої коробки 
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 разів, доки вона не стане порожньою. Потім виконуємо операцію типу 2 для першої коробки: 
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Таким чином, 
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Лема 2. Для кожного натурального 
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 позначимо 
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Доведення. Аналогічно до Леми 1, ми доведемо, що 
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 виконаємо операцію типу 1 для першої коробки: 
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Тепер припустимо, що твердження леми виконується для деякого 
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 примінимо спочатку Лему 1, а потім операцію типу 2 для 1 коробки: 



[image: image218.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

11

0002000100

k

P

kkk

akPakakPakP

++

-,,,®-,,,=-,,,®--,,,.


Таким чином, ми довели, що 
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А зараз, перейдемо до доведення твердження задачі. 

Спочатку примінимо операцію типу 1 до 5 коробки, потім послідовно операцію типу 2 до коробок 4, 3, 2 і 1. Після цього двічі скористаємося Лемою 2: 
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Оскільки 
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, то в четвертій коробці монет більше ніж нам потрібно. 

Для того, щоб зменшити кількість монет в 4 коробці, виконуватимемо операцію типу 2 доти, доки в ній не залишиться рівно 
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 монет (на кожному кроці видаляємо 1 монету з четвертої коробки і обмінюємо пусті 5 і 6 коробки): 
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Остаточно, виконуємо послідовно операцію типу 1 для 4 і 5 коробок, щоб зробити їх порожніми: 
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6. Розв’язання. Спочатку, з умови задачі слідує, що кожний 
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. Якщо один з індексів, скажімо 
[image: image231.wmf]1

j
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, то ми можемо у такий же спосіб представити його у вигляді суми двох членів послідовності з меншими номерами. Продовжуючи цю процедуру, ми в результаті отримаємо представлення 
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Крім того, якщо числа 
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. Таким чином можемо переписати (3) у вигляді: 
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З іншого боку, припустимо, що індекси 
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 задовольняють умову (4). Тоді позначивши 
[image: image241.wmf]12

jj

tii…i

=+++

, з урахуванням (1) отримаємо: 
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Підсумовуючи всі попередні спостереження маємо наступне: 
Твердження.  Для довільного 
[image: image243.wmf]ns

>

 має місце рівність 
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Тепер позначимо 
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 і зафіксуємо деякий індекс 
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Виберемо деяке натуральне 
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 і розглянемо представлення 
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. Припустимо, що жодне з чисел 
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. Тоді за принципом Діріхле знайдеться індекс 
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. Видалимо деякі 
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, яка також задовольняє (4). За Твердженням ми маємо 
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або після скорочення однакових членів, 
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Таким чином, для кожного 
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 ми знайшли представлення у формі (2), (4) з 
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. Переставляючи індекси, можемо вважати, що 
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Остаточно, помітимо, що в даному представленні індекси 
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 задовольняють (4) при 
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а з урахуванням (1) отримуємо 
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що й треба було довести. 
Альтернативне розв’язання.  Аналогічно до першого розв’язку отримаємо представлення (2) і (3), а потім зафіксуємо деякий індекс 
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Далі введемо у розгляд послідовність 
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Доведемо за допомогою методу математичної індукції, що 
[image: image284.wmf]0

n

b

£

 і 
[image: image285.wmf]()

n

b

 задовольняє тому ж рекурентному співвідношенню, що й 
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що і було необхідно. 

Якщо 
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 і твердження задачі очевидне. В іншому випадку, визначимо 
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Тоді, при 
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, отримуємо 
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а отже, 
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Таким чином, зважаючи на представлення (2), (3) застосоване для послідовності 
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, можемо зробити висновок, що кожен член цієї послідовності міститься у множині 
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Доведемо, що ця множина скінчена. Для довільного 
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 і таких представлень скінчена кількість. 

Остаточно, для довільного 
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неспадна і приймає лише скінчену кількість значень, звідки слідує, що вона становиться константною починаючи з деякого моменту. Отже, послідовність 
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 періодична з періодом 
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 починаючи з деякого індексу 
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звідки 
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Рис. 54
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