
ВСЕУКРАЇНСЬКА ОЛIМПIАДА З МАТЕМАТИКИ, III етап
25 сiчня – 26 сiчня 2014 року, м.Львiв

7 клас
1. Периметр трикутника бiльший вiд довжин його трьох сторiн на 1007, 509
i 498 см, вiдповiдно. Знайти периметр трикутника. Вiдповiдь обгрунту-
вати.
Вiдповiдь. Такого трикутника нема. Розв’язок. Нехай a, b, c — довжи-
ни сторiн трикутника, а p = a+ b+ c — його периметр. Тодi, за умовою,

p = a+ b+ 1007, p = a+ c+ 509, p = b+ c+ 498.

Додаючи цi три рiвностi отримуємо 3p = 2p+ 2014, звiдки p = 2014, але
у цьому випадку a+ b = 498 + 509 = 1007 = c.
2. Знайдiть всi коренi рiвняння

2014|x− 2015| = x

2014
+ 2015,

якi задовольняють умову 2014 ≤ x ≤ 2016. Вiдповiдь обгрунтувати.
Вiдповiдь. Рiвняння на заданому промiжку коренiв не має. Розв’язок.
При x ≥ 2015 послiдовно маємо

2014(x− 2015) =
x

2014
+ 2015 ⇔ (2014− 1

2014
)x = 20152 ⇔

x =
20152

20142 − 1
· 2014 =

2015

2013
· 2014 > 2016,

позаяк остання нерiвнiсть при t = 2016 перетворюється у нерiвнiсть

(t− 1)(t− 2)

t− 3
> t ⇔ t2 − 3t+ 2 > t2 − 3t ⇔ 2 > 0.

Подiбно при x < 2015 послiдовно маємо

2014(2015− x) =
x

2014
+ 2015 ⇔ (2014 +

1

2014
)x = 2013 · 2015 ⇔

x =
2013 · 2014 · 2015

20142 + 1
=

(t− 1)t(t+ 1)

t2 + 1
=

(t2 − 1)t

t2 + 1
< t,

при t = 2014.
3. Добуток тризначного числа на суму його цифр дорiвнює 3211. Знайти
всi такi тризначнi числа. Вiдповiдь обгрунтувати.
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Вiдповiдь. 247.
Розв’язок. Нехай xyz = 100x+ 10y + z — тризначне число, x+ y + z —
сума його цифр. Оскiльки 3211 = 132 · 19, а сума цифр шуканого числа
не може перевищувати 27, то з рiвностi

(100x+ 10y + z) · (x+ y + z) = 132 · 19

негайно отримуємо двi системи рiвнянь{
100x+ 10y + z = 169,

x+ y + z = 19,

{
100x+ 10y + z = 247,

x+ y + z = 13.

Вiднiмаючи у першiй системi вiд першого рiвняння друге, отримуємо
9(11x+y) = 150, що неможливо, позаяк права частина останньої рiвностi
не дiлиться на 9. Вiднiмаючи подiбно вiд першого рiвняння у другiй
системi друге рiвняння, отримуємо, що

9(11x+ y) = 234 = 9 · 26 ⇔ 11x+ y = 26 ⇔ x = 2, y = 4.

4. Велосипедист виїхав з готелю на прогулянку гiрською дорогою у на-
прямку перевалу о 800. О котрiй годинi вiн повернувся цiєю ж дорогою до
готелю, якщо вiдомо, що рухаючись без зупинок, по рiвнинних дiлянках
вiн їхав зi швидкiстю 20 км/год, вниз — 30 км/год, а вгору — 15 км/год,
i подолав вiдстань 50 км? Вiдповiдь обгрунтувати.
Вiдповiдь. О 1300. Розв’язок. Нехай S1, S2, S3 — сумарнi довжини при-
русi вiд готелю, вiдповiдно, рiвнинних дiлянок, спускiв i пiдйомiв. Тодi
загальний час руху дорiвнює

T =
2S1

20
+

S2 + S3

30
+

S3 + S2

15
=

S1

10
+

3(S2 + S3)

30
=

50

10
= 5(год).

5. Знайти всi пари натуральних чисел x, y, для яких виконується рiвнiсть

xy(x+ 17y) = 2014.

Вiдповiдь обгрунтувати.
Вiдповiдь. (x, y) = (19, 2). Розв’язок. Оскiльки 2014 = 1 · 2 · 19 · 53,
x ≥ 1, то 17y2 < 2014, звiдки, y < 12, а з огляду на розклад числа 2014
на простi множники y ∈ {1, 2}. Випадок y = 1, очевидно, є неможливим,
а у випадку y = 2 отримуємо x = 19.

c⃝ А. О. Куриляк, О. Б. Куриляк, О. Б. Скаскiв
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ВСЕУКРАЇНСЬКА ОЛIМПIАДА З МАТЕМАТИКИ, III етап
25 сiчня – 26 сiчня 2014 року, м.Львiв

8 клас
1. Знайдiть всi коренi рiвняння

2014|x− 2015| = x

2014
+ 2015,

якi задовольняють умову 2013, 999 ≤ x ≤ 2016, 001. Вiдповiдь обгрунту-
вати.
Вiдповiдь. x ∈

{2015

2013
· 2014, 2013 · 2014 · 2015

20142 + 1

}
. Розв’язок. При x ≥

2015 послiдовно маємо

2014(x− 2015) =
x

2014
+ 2015 ⇔ (2014− 1

2014
)x = 20152 ⇔

x =
20152

20142 − 1
· 2014 =

2015

2013
· 2014 < 2016, 001,

позаяк остання нерiвнiсть при t = 2016 перетворюється у нерiвнiсть

(t− 1)(t− 2)

t− 3
< t+0, 001 ⇔ t2−3t+2 < t2−3t+0, 001(t−3) ⇔ 2 < 2, 013.

Подiбно при x < 2015 послiдовно маємо

2014(2015− x) =
x

2014
+ 2015 ⇔ (2014 +

1

2014
)x = 2013 · 2015 ⇔

x =
2013 · 2014 · 2015

20142 + 1
=

(t2 − 1)t

t2 + 1
> t− 0, 001 ⇔

t3 − t > t3 + t− 0, 001(t2 + 1) ⇔ 2t < 0, 001(t2 + 1) ⇐ 2 < 2, 014,

при t = 2014.

2. Цiлi числа m,n такi, що число
n2

n+ 2014 ·m
— цiле. Чи число

20142 ·m3

n+ 2014 ·m
— цiле?

Вiдповiдь обгрунтувати.
Вiдповiдь. Так, цiле. Розв’язок.

20142 ·m2

n+ 2014 ·m
=

n2

n+ 2014 ·m
+
20142 ·m2 − n2

n+ 2014 ·m
=

n2

n+ 2014 ·m
+2014·m−n
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— цiле число. Тому, число
20142 ·m3

n+ 2014 ·m
— цiле.

3. Нехай a, b, c — довжини сторiн деякого трикутника. Вiдомо, що його
периметр бiльший вiд a+ b в 1, 2 рази, а вiд a+ c в 1, 125 рази. У скiльки
разiв периметр бiльший вiд b+ c? Вiдповiдь обгрунтувати.
Вiдповiдь. Такого трикутника нема. Розв’язок. За умовою,

p =
6

5
· (a+ b), p =

9

8
· (a+ c),

звiдки a + b = 5
6
· p ⇒ c = 1

6
· p, а a + c = 8

9
· p ⇒ b = 1

9
· p, тому

b + c =
(
1
6
+ 1

9

)
· p = 5

18
· p < 1318p = a. Суперечнiсть з нерiвнiстю

трикутника.
4. Велосипедист виїхав з готелю на прогулянку гiрською дорогою у на-
прямку перевалу о 800. О котрiй годинi вiн повернувся цiєю ж дорогою до
готелю, якщо вiдомо, що рухаючись без зупинок, по рiвнинних дiлянках
вiн їхав зi швидкiстю 20 км/год, вниз — 30 км/год, а вгору — 15 км/год,
i подолав вiдстань 50 км? Вiдповiдь обгрунтувати.
Вiдповiдь. О 1300. Розв’язок. Нехай S1, S2, S3 — сумарнi довжини при-
русi вiд готелю, вiдповiдно, рiвнинних дiлянок, спускiв i пiдйомiв. Тодi
загальний час руху дорiвнює

T =
2S1

20
+

S2 + S3

30
+

S3 + S2

15
=

S1

10
+

3(S2 + S3)

30
=

50

10
= 5(год).

5. Знайти всi пари натуральних чисел x, y, для яких виконується рiвнiсть

xy(3y − 2x) = 2014.

Вiдповiдь обгрунтувати.
Вiдповiдь. (x, y) = (2, 19). Розв’язок. Оскiльки 3y−2x ≥ 1, то x ≤ (3y−
1)/2 < 3y/2 i, тому, 2014 < 3xy2 < 9y3/2, звiдки, y3 > 448 i, отже, y ≥ 8.
Звiдси, з огляду на розклад числа 2014 = 2 · 19 · 53 на простi множники
y ∈ {19, 38, 53, 106}. У випадку y = 19 маємо 19x(57 − 2x) = 2 · 19 · 53,
тому x(57− 2x) = 2 · 53, звiдки x = 2.

Нескладно подiбно перевiряється, що iншi випадки y = 53, 38, 106 є
неможливими.

c⃝ А. О. Куриляк, О. Б. Куриляк, О. Б. Скаскiв
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ВСЕУКРАЇНСЬКА ОЛIМПIАДА З МАТЕМАТИКИ, III етап
25 сiчня – 26 сiчня 2014 року, м.Львiв

9 клас
1. Визначити всi значення параметра a, при яких рiвняння

(a− 3)x = a− 3, (a− 3)(a+ 4)x = (a− 3)(a+ 4)

є рiвносильними. Вiдповiдь обгрунтувати.
Вiдповiдь. Для a ̸= −4.
Розв’язок. Перше рiвняння при a ̸= 3 має єдиний корiнь x = 1, а при
a = 3 коренями цього рiвняння є всi дiйснi числа.

Друге рiвняння має єдиний корiнь x = 1 при a ̸∈ {3,−4}, i при a ∈
{3,−4} коренями цього рiвняння є всi дiйснi числа.

2. Цiлi числа m,n такi, що число
n2

n+ 2014 ·m
— цiле. Чи число

20142 ·m3

n+ 2014 ·m
— цiле?

Вiдповiдь обгрунтувати.
Вiдповiдь. Так, цiле. Розв’язок.

20142 ·m2

n+ 2014 ·m
=

n2

n+ 2014 ·m
+
20142 ·m2 − n2

n+ 2014 ·m
=

n2

n+ 2014 ·m
+2014·m−n

— цiле число. Тому, число
20142 ·m3

n+ 2014 ·m
— цiле.

3. Периметри двох подiбних прямокутних трикутникiв вiдносяться як
1: 8. В одного з трикутникiв довжина гiпотенузи бiльша за довжину
бiльшого катета на 16 см, а у iншого – сума довжин гiпотенузи i меншого
катета дорiвнює 16 см. Знайдiть довжини сторiн цих трикутникiв.
Вiдповiдь. (a, b, c) = (64, 48, 80), (a1, b1, c1) = (8, 6, 10).
Розв’язок. Нехай a, b, c та a1, b1, c1— довжини сторiн бiльшого i меншого
трикутникiв, вiдповiдно, а p, p1 — їхнi периметри. Тодi, з умови p = 8p1
отримуємо, що a = 8a1, b = 8b1, c = 8c1. Припустимо, що b < a < c. Тодi,
за умовою c = a + 16 ⇒ c1 = a1 + 2, а також c1 + b1 = 16. Пiдставляючи
a1 = c1 − 2, b1 = 16− c1 пiфагорову тотожнiсть c21 = a21 + b21, отримуємо

c21 = (c1 − 2)2 + (16− c1)
2 ⇔ c21 − 36c1 + 260 = 0,
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звiдки c1 ∈ {10, 26}, а за умовою c1 + b1 = 16 отримуємо c1 = 10. Звiдси,
b1 = 6, a1 = 8. Тому, a = 8a1 = 64, b = 8b1 = 48, c = 8c1 = 80.

4. Довести, що для кожного натурального значення n цiла частина [a]
числа

a = (
√
n+

√
n+ 1)2

при дiленнi на 4 дає остачу 1. Нагадаємо, що цiлою частиною [a] дiйсного
числа a називається найбiльше цiле число, яке не перевищує цього числа,
наприклад, [−0, 5] = −1, [0, 5] = 0, [3, 5] = 3.
Розв’язок. Зауважимо, що

a ≥ 2n+ 1 + 2
√

n(n+ 1) > 2n+ 1 + 2
√
n2 = 4n+ 1.

Але,

n2 + n < n2 + n+
1

4
⇔

√
n(n+ 1) < (n+

1

2
)2 ⇔

2
√

n(n+ 1) < 2n+ 1 ⇔ 2n+ 1 + 2
√
n(n+ 1) < 4n+ 2 ⇔ a < 4n+ 2

Отже, [a] = 4n+ 1.

5. Нехай x1, x2, x3 числа, що належать до промiжку [0, 1]. Довести, що

(1 + x1)(2x2 − x2
2)(2x3 − x2

3) + (1− x1)(x2 − x2
2)(x3 − x2

3) ≤ 2.

Розв’язок. Позначимо

a = (2x2 − x2
2)(2x3 − x2

3), b = (x2 − x2
2)(x3 − x2

3).

Зрозумiло, що тодi a ≥ b ≥ 0 для будь-яких x2, x3 ∈ [0, 1]. Нехай f(x) =
a(1 + x) + b(1 − x) = (a − b)x + a + b. Тодi, f(x) ≤ f(1) = 2a для всiх
x ∈ [0, 1]. Залишається зауважити, що 0 ≤ 2t− t2 ≤ 1 (0 ≤ t ≤ 1) i, тому,
a ≤ 1.

c⃝ А. О. Куриляк, О. Б. Куриляк, О. Б. Скаскiв
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ВСЕУКРАЇНСЬКА ОЛIМПIАДА З МАТЕМАТИКИ, III етап
25 сiчня – 26 сiчня 2014 року, м.Львiв

10 клас
1. Знайти всi значення параметра a, при яких рiвняння

x+ 4

x+ a
= 4a,

2x+ 4

x+ a
= 8a

є рiвносильнi. Вiдповiдь обгрунтувати.
Вiдповiдь. a = 0, 25.
Розв’язок. Оскiльки ОДЗ обидвох рiвнянь x ̸= −a, то нескладно переко-
нуємось, що перше рiвняння при a ∈ {0, 25; 4}, а друге при a ∈ {0, 25; 2}
не мають розв’язку. При a ̸= 0, 25 коренi першого i другого рiвнянь,
вiдповiдно,

x = −4a2 − 4

4a− 1
, x = −4a2 − 2

4a− 1
,

i є рiзними.
2. Для всiх дiйсних значень параметра a розв’язати нерiвнiсть

2013
√
x+ 2a+ 2014

√
x− 2a <

2013
√
4a.

Вiдповiдь. Розв’язкiв нема.
Розв’язок. Функцiя f(x) = 2013

√
x+ 2a + 2014

√
x− 2a є визначеною i зро-

стаючою на iнтервалi [2a,+∞). Оскiльки f(2a) = 2013
√
4a, то для всiх

x > 2a виконується нерiвнiсть f(x) > 2013
√
4a.

3. Довести, що для будь-якого прямокутного трикутника виконуються
нерiвностi

0, 4 <
r

h
< 0, 5,

де r — радiус вписаного кола, h — висота, проведена до гiпотенузи.
Розв’язок. Нехай a, b — довжини катетiв, — довжина гiпотенузи. Площа
трикутника

S =
a+ b+ c

2
r =

1

2
ch ⇒ r

h
=

c

a+ b+ c
.

За нерiвнiстю трикутника a + b > c, тому r
h

< c
c+c

= 0, 5. Оскiльки
a2 + b2 ≥ 2ab i c2 = a2 + b2, то додавши цi нерiвностi отримаємо

a2 + b2 + c2 ≥ (a+ b)2 ⇒ 2c2 ≥ (a+ b)2 ⇒ a+ b ≤
√
2c ⇒

r

h
=

c

a+ b+ c
≥ c√

2c+ c
=

1√
2 + 1

=
√
2− 1 > 0, 4.
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4. Довести, що рiвняння

x2014 = y(y + x)(y + 2x)(y + 3x) . . . (y + 2013x)

у цiлих числах x, y має єдиний розв’язок.
Розв’язок. Зауважимо, що рiвняння має розв’язок x = y = 0. При y ̸= 0
подiлимо рiвняння на y2014. Тодi отримаємо рiвняння

z2014 − (1 + z)(1 + 2z)(1 + 3z) . . . (1 + 2013z) = 0, z =
x

y
.

У цьому рiвняннi старший коефiцiєнт 1, а вiльний коефiцiєнт дорiвнює
−1. Рацiональними коренями цього рiвняння можуть бути лише числа 1
i −1. Легко перевiрити, що вони не є коренями цього рiвняння.
5. Знайти всi значення параметра a, при яких рiвняння

1 + sin2 ax = cos x

має єдиний розв’язок?
Вiдповiдь. a — довiльне iррацiональне число. Розв’язок. Зауважимо,
що x = 0 є розв’язком рiвняння. Оскiльки cosx ≤ 1, а 1 + sin2 ax ≥ 1,
то рiвнiсть можлива коли cos x = 1 i sin2 ax = 0. Отримуємо систему
рiвнянь {

cosx = 1;

sin ax = 0,
⇐⇒

{
x = 2πk, k ∈ Z;
ax = πn, n ∈ Z.

Звiдси, a = n
2k
. Отже, якщо a — iррацiональне число, то з останньої

рiвностi маємо суперечнiсть i, тому, у цьому випадку рiвняння має лише
один корiнь x = 0. Якщо ж a = p

q
— рацiональне число, де p ∈ Z, q ∈ N,

то , наприклад, кожне число x = 2πqj, j ∈ N є розв’язком рiвняння.

c⃝ А. О. Куриляк, О. Б. Куриляк, О. Б. Скаскiв
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ВСЕУКРАЇНСЬКА ОЛIМПIАДА З МАТЕМАТИКИ, III етап
25 сiчня – 26 сiчня 2014 року, м.Львiв

11 клас
1. Знайти всi значення параметра a, при яких рiвняння

3 · 25x + 2 · 15x = 5 · 32x i a · 52x−1 + |a− 5|5x−1 = 1

є рiвносильнi.
Вiдповiдь. a ∈ [0, 5] ∪ {−5}. Розв’язок. Перше рiвняння має єдиний
розв’язок x = 0. Пiдставляючи його в друге рiвняння, отримуємо

a

5
+

|a− 5|
5

= 1 ⇔ |a− 5| = 5− a ⇔ a ≤ 5.

Але тодi друге рiвняння переписується у виглядi

a · 52x−1 − (a− 5)5x−1 = 1 ⇔ 5a · t2 − (a− 5)t− 1 = 0, t = 5x−1 > 0.

Коренями останнього квадратного рiвняння при a ̸= 0 є

t =
a− 5±

√
(a− 5)2 + 20a

10a
=

a− 5± |a+ 5|
10a

∈
{1
5
,−1

a

}
.

Звiдси, якщо 0 < a ≤ 5, то отримаємо, що рiвняння має лише один корiнь
x = 0. У випадку a < 0 рiвняння має два коренi x = 0, x = 1 − log5 |a|
при a ̸= −5.

Випадки a = 0 i a = −5 перевiряються безпосередньо пiсля пiдста-
новки цих значень у рiвняння.
2. Нагадаємо, що цiлою частиною [x] дiйсного числа a називається най-
бiльше цiле число, яке не перевищує цього числа, a його дробовою ча-
стиною називається {x} = x − [x], наприклад, [−0, 5] = −1, {−0, 5} =
0, 5, [3, 2] = 3, {3, 2} = 0, 2. Довести, що для кожного натурального зна-
чення n цiла частина i дробова частина числа

a

8
, де a = ( 3

√
n+ 3

√
n+ 1)3,

задовольняють спiввiдношення[
a

8

]
= n, 0, 125 <

{
a

8

}
< 0, 5.

Розв’язок. Зауважимо, що

a = 2n+ 1 + 3 3
√
n(n+ 1)( 3

√
n+ 3

√
n+ 1) > 2n+ 1 + 6

√
n3 = 8n+ 1.

9



Доведемо, що a < 8n+ 4. Маємо

a < 8n+4 ⇔ 2n+1+3 3
√
n(n+ 1) 3

√
a < 8n+4 ⇔ 3 3

√
n(n+ 1) 3

√
a− 6n < 3.

Розглянемо 3b = 3 3
√
n(n+ 1) 3

√
a− 6n. Зауважимо, що

b = n · f(1/n),

де f(x) = (1 + x)1/3 + (1 + x)2/3 − 2. Зауважимо тепер, що (1 + x)α ≤
1 + αx для кожного α ∈ (0, 1) i для всiх x > 0. Справдi, розглянемо
функцiю g(x) = (1 + x)α − 1− αx. Оскiльки, g′(x) = α(1 + x)α−1 − α < 0.
Тому, функцiя g(x) спадає при x > 0. Отже, g(x) < g(0) = 0 для всiх
x > 0. Тобто, отримуємо бажану нерiвнiсть. За допомогою цiєї нерiвностi
отримуємо

f(x) < 1 +
x

3
+ 1 +

2x

3
− 2 = x,

тому b < n 1
n
= 1 i, отже, a < 8n+ 4. Остаточно отримуємо

n+
1

8
<

a

8
< n+

4

8
.

3. Нехай x1, x2, x3, x4 числа, що належать до промiжку [0, 1]. Довести,
що
√
2

2
≤ (1+x1)(1+x2) cos

πx3

4
cos

πx4

4
+ (1−x1)(1−x2) sin

πx3

4
sin

πx4

4
≤ 4.

Розв’язок. Позначимо

a = (1 + x2) cos
πx3

4
cos

πx4

4
, b = (1− x2) sin

πx3

4
sin

πx4

4
.

Зрозумiло, що тодi a ≥ b для будь-яких x2, x3, x4 ∈ [0, 1]. Нехай f(x) =
a(1 + x) + b(1 − x). Оскiльки,f ′(x) = a − b ≥ 0, то функцiя f(x) зростає
на промiжку [0, 1], а, отже, a + b = f(0) ≤ f(x) ≤ f(1) = 2a для всiх
x ∈ [0, 1]. Залишається, з одного боку, зауважити, що a ≤ 2, а, з iншого
боку, для оцiнки знизу суми a+b застосувати тi ж мiркування до функцiї
f1(x) = a1(1+x)+b1(1−x) з a1 = cos πx3

4
cos πx4

4
, b1 = sin πx3

4
sin πx4

4
. Тому,

a+ b ≥ f1(0) = a1 + b1 = cos
(πx3

4
− πx4

4

)
= cos

π|x3 − x4|
4

≥ cos
π

4
=

√
2

2
,
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позаяк, |x3 − x4| ≤ 1.

4. Нехай a, b, c — довжини сторiн деякого трикутника, а ma, mb, mc —
довжини його медiан, проведених до сторiн a, b, c, вiдповiдно. Довести,
що

m4
a +m4

b +m4
c =

9

16
(a4 + b4 + c4).

Розв’язок. Скориставшись двiчi теоремою косинуса вiдносно кутiв φ та
π − φ, якi утворює медiана ma зi стороною a, отримуємо{

b2 = m2
a +

(
a
2

)2 − 2ma
a
2
cosφ,

c2 = m2
a +

(
a
2

)2 − 2ma
a
2
cos(π − φ).

Додавши двi останнi нерiвностi отримаємо

b2 + c2 = 2m2
a +

a2

2
⇔ b2 = −c2 + 2m2

a +
a2

2
.

Записуючи подiбнi рiвностi для двох iнших сторiн

a2 = −b2 + 2m2
c +

c2

2
, c2 = −a2 + 2m2

b +
b2

2
,

пiдносячи останнi цi три рiвностi до квадрату i додаючи їх отримаємо
потрiбну рiвнiсть.
5. Довести, що для будь-якого не гострокутного трикутника i його бiль-
шої сторони a виконується нерiвнiсть

2 <
ha

r
≤ 1 +

√
2 + cosα,

де r — радiус вписаного кола, ha — висота, проведена до сторони a, α —
кут, який розташований навпроти сторони a.
Розв’язок. Нехай b, c — довжини двох iнших сторiн трикутника. Площа
трикутника

S =
a+ b+ c

2
r =

1

2
aha ⇒

ha

r
=

a+ b+ c

a
.

За нерiвнiстю трикутника b+ c > a, тому

ha

r
>

a+ a

a
= 2.
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Оскiльки, b2 + c2 ≥ 2bc i a2 = b2 + c2 − 2bc cosα ≥ b2 + c2 ≥ 2bc, позаяк
cosα ≤ 0, то (b + c)2 = b2 + c2 + 2bc = a2 + 2bc(1 + cosα) ≤ a2(2 + cosα),
звiдки

b+ c ≤ a
√
2 + cosα ⇒ ha

r
≤ a+ a

√
2 + cosα

a
= 1 +

√
2 + cosα.

6. Довести, що для кожного iррацiонального значення параметра a рiв-
няння

cos 2ax+ 4 sin ax+ 4 cosx− 2 cos2 x− 5 = 0

не має коренiв.
Розв’язок. Припустимо, що рiвняння має коренi для деякого iррацiо-
нального значення параметра. Зауважимо, що cos 2ax = 1 − 2 sin2 ax,
тому рiвняння переписується у виглядi

(1− sin ax)2 + (1− cos x)2 = 0, звiдки

{
cosx = 1;

sin ax = 1.

Отже,

{
x = 2πk, k ∈ Z,
ax = π

2
+ 2πn, n ∈ Z,

звiдки, a = 4n+1
4k

, тобто, якщо розв’язок

iснує, то a є рацiональним числом. Суперечнiсть.

c⃝ А. О. Куриляк, О. Б. Куриляк, О. Б. Скаскiв
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