
Ôiíàë, ñåðåäíÿ ëiãà, ãðóïà À

1. Ó ìiñòi Ïîõìóðîâi ïðîæèâà¹ 2 000 000 ìåøêàíöiâ, ùî ìàëî ðîçìîâëÿþòü îäèí

ç îäíèì. Àëå ñåðåä êîæíèõ 2000 ìåøêàíöiâ çíàéäóòüñÿ òðî¹ ïîïàðíî çíàéîìèõ.

Äîâåäiòü, ùî ó ìiñòi ¹ ÷åòâåðî ïîïàðíî çíàéîìèõ îäèí ç îäíèì ìåøêàíöiâ.

2.Äàíî ãîñòðîêóòíèé òðèêóòíèêABC. Çíàéäiòü ÃÌÒ, ùî ¹ öåíòðàìè ïðÿìîêóòíè-

êiâ, âñi âåðøèíè ÿêèõ íàëåæàòü ñòîðîíàì òðèêóòíèêà ABC.
3. � äâà íàòóðàëüíèõ ÷èñëà m i n, n > m. Äîâåäiòü, ùî n ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó

âèãëÿäi ñóìè äâîõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, îäíå ç ÿêèõ � äiëüíèê ÷èñëà m, à iíøå íå

ìà¹ ç m æîäíîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà, êðiì 1.

4. Êîæíó ãðàíü êóáèêà ïîäiëèëè íà 4 ðiâíèõ êâàäðàòè i ðîçôàðáóâàëè öi êâàäðàòè

â 3 êîëüîðè òàêèì ÷èíîì, ùîá êâàäðàòè, ùî ìàþòü îäíó ñïiëüíó ñòîðîíó, áóëè

ðîçôàðáîâàíi ó ðiçíi êîëüîðè. Äîâåäiòü, ùî â êîæíèé êîëið ïîôàðáîâàíi ïî 8

êâàäðàòèêiâ.

5.Êîëîäó êàðòîê ç ÷èñëàìè âiä 1 äî 78 äàþòü ãëÿäà÷åâi. Òîé ¨¨ ïåðåìiøó¹, âiäáèðà¹

40 êàðòîê, âiääà¹ ¨õ ïåðøîìó ôîêóñíèêó, à iíøi çàëèøà¹ ñîái. Ïåðøèé ôîêóñíèê

âiäáèðà¹ ç îòðèìàíèõ êàðòîê äâi i ïîâåðòà¹ ¨õ ãëÿäà÷åâi. Ãëÿäà÷ äîäà¹ äî öèõ

êàðòîê îäíó ç ñâî¨õ òðèäöÿòè âîñüìè, i ïiñëÿ ïåðåìiøóâàííÿ âiääà¹ öi òðè êàðòêè

äðóãîìó ôîêóñíèêó. Äðóãèé ôîêóñíèê ïîêàçó¹, ÿêà ç öèõ êàðòîê áóëà îáðàíà

ãëÿäà÷åì. Çàïðîïîíóéòå, ÿê ìiã áóòè ïîêàçàíèé öåé ôîêóñ.

6. Äîâåäiòü, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ x1, x2, . . . , xn ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

x1 (1− x1)+ (x2 − x1) (1− x2)+ (x3 − x2) (1− x3)+ . . .+(xn − xn−1) (1− xn) <
1

2
.

7. Òðè êîëà S1, S2 òà S3 äîòèêàþòüñÿ îäèí äî îäíîãî çîâíiøíèì ÷èíîì: S1 òà S2 �

â òî÷öi A, S2 òà S3 � â òî÷öi B, S1 òà S3 � â òî÷öi C. Ïðÿìi BC òà BA äðóãèé ðàç

ïåðåòèíàþòü S1 â òî÷êàõ M òà N âiäïîâiäíî. Äîâåäiòü, ùî MN � äiàìåòð êîëà

S1.

8. � íàáið íàòóðàëüíèõ ÷èñåë a1, a2, . . . an ñåðåä ÿêèõ ìîæóòü áóòè ðiâíi. Ïî-

çíà÷èìî ÷åðåç fk êiëüêiñòü ÷èñåë öüîãî íàáîðó, ÿêi íå ìåíøi, íiæ k. Äîâåäiòü, ùî
f1 + f2 + . . . = a1 + a2 + . . .+ an.
9. Ðîçâ'ÿæiòü ñèñòåìó ðiâíÿíü{

x2y2 + x2y + xy2 + xy + x+ y + 3 = 0,

x2y + xy + 1 = 0.

10. ×îìó äîðiâíþ¹ ñóìà âñiõ ÷èñåë âiä 1 äî 239, ó êîòðèõ ñóìà öèôð ïàðíà?


