
VI-é Âñåóêðà¨íñüêèé òóðíið ìàòåìàòè÷íèõ áî¨â iìåíi àêàäåìiêà Ëÿøêà I.I.

Ìàòåìàòè÷íèé áié �4. Ñòàðøà ëiãà. Ãðóïà B

2 âiäñîòêè ëþäåé � äóìàþòü, 3 âiäñîòêè � äó-

ìàþòü, ùî âîíè äóìàþòü, à 95 âiäñîòêiâ êðàùå

ïîìðóòü, íiæ áóäóòü äóìàòè.

Äæ.Á. Øîó

1. ÁiñåêòðèñèAA1 i BB1 ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêàABC (∠C = 90◦) ïåðåòèíàþ-
òüñÿ â òî÷öi I. ÍåõàéO � öåíòð îïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà CA1B1. Äîâåäiòü,
ùî OI ⊥ AB.

2. Çíàéòè óñi íàòóðàëüíi n, äëÿ ÿêèõ
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n+ 2009 áóäå öiëèì ÷èñëîì.

3. Äëÿ äîäàòíèõ ÷èñåë a, b, c òàêèõ, ùî ab+ bc+ ca = 3 äîâåñòè íåðiâíiñòü
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4. Íåõàé p � ïðîñòå, q � öiëå, ùî íå äiëèòüñÿ íà p. Äîâåäiòü, ùî iñíó¹ íåñêií-
÷åííî áàãàòî k ∈ N, òàêèõ, ùî pq äiëèòü qk + 1− k.

5. Ïiñëÿ òîãî, ÿê Òèìóð ïåðåñòàâ â÷èòèñÿ, âií çàáóâ, ÿê äîäàâàòè äiéñíi ÷èñëà.
Íåäîâãî äóìàþ÷è, âií ïðèäóìàâ íîâó îïåðàöiþ ∗. Âèÿâèëîñÿ, ùî äëÿ óñiõ
äiéñíèõ x, y, z ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü (x∗y)∗z = x+y+z. Äîâåäiòü, ùî íàñïðàâäi
îïåðàöiÿ ∗ åêâiâàëåíòíà îïåðàöi¨ +, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêèõ äiéñíèõ a i b ìà¹
ìiñöå a ∗ b = a+ b.

6. Ó çìàãàííÿõ, ùî òðèâàþòü k äíiâ, áåðóòü ó÷àñòü n > 2 ãðàâöiâ. Êîæíîãî
äíÿ óñi ãðàâöi îäåðæóþòü ðiçíó êiëüêiñòü î÷êiâ âiä 1 äî n. Óêiíöi k-ãî äíÿ
âèÿâèëîñÿ, ùî êîæåí ãðàâåöü íàáðàâ ðiâíî 26 î÷êiâ. Çíàéòè óñi ïàðè (n, k),
äëÿ ÿêèõ òàêå ìîæëèâå.

7. Äîâåäiòü, ùî áóäü-ÿêà ôóíêöiÿ f : Q → R, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

|f(x) − f(y)| 6 (x− y)2 äëÿ âñiõ x, y ∈ Q,

¹ êîíñòàíòîþ.

8. Íà äîøöi çàïèñàíi ÷èñëà 1, 2, . . . , 24. Êîæíî¨ õâèëèíè ÷èñëà a, b, c, ùî ¹ íà
äîøöi, ìîæíà çàìiíèòè íà
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×è ìîæíà ñïîäiâàòèñÿ, ùî êîëèñü íà äîøöi ç'ÿâèòüñÿ ÷èñëî, áiëüøå, íiæ 70?

9. Íà ñòîëi ëåæèòü 1234567890 ìîíåò. Çà îäèí õiä äîçâîëÿ¹òüñÿ çàáðàòè äîâiëü-
íó äîäàòíó êiëüêiñòü ìîíåò, ùî íå ïåðåâèùó¹ ñóìè öèôð ÷èñëà ìîíåò, ÿêi
íà ìîìåíò ïåðåä õîäîì ëåæàëè íà ñòîëi. Äâî¹ ãðàâöiâ õîäÿòü ïî ÷åðçi. Âè-
ãðà¹ òîé ç íèõ, ïiñëÿ õîäó ÿêîãî íà ñòîëi íå çàëèøèòüñÿ ìîíåò. Õòî âèãðà¹ çà
ïðàâèëüíî¨ ãðè: ïåðøèé ÷è äðóãèé ãðàâåöü?



10. Äîâåñòè, ùî òðèêóòíèê ABC ïîäiáíèé äî òðèêóòíèêà, ñêëàäåíîãî ç ìåäiàí
òðèêóòíèêà ABC, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êâàäðàòè ñòîðií òðèêóòíèêà ABC

óòâîðþþòü àðèôìåòè÷íó ïðîãðåñiþ.


