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9 клас
[image: image159.wmf]C

9.1. У опуклому чотирикутнику 4 сторони та дві діагоналі пофарбовані деяким чином по 3 відрізки у червоний та синій колір. Чи завжди можна побудувати трикутник з відрізків одного кольору?

Відповідь.: не завжди.
Розв’язання. Розглянемо дельтоїд, як на рис. 83. Тут нехай 
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, 
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 та 
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 – червоні. Підберемо 
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 таким чином, щоб 
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Оскільки перша нерівність виконується завжди, то достатньо покласти 
[image: image15.wmf]7
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9.2. У квадрат 
[image: image16.wmf]ABCD

 вписане коло, на якому вибрана точка 
[image: image17.wmf]P

. Чи можуть одночасно бути цілими усі п’ять таких відстаней: 
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 та 
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Відповідь: не можуть.

Розв’язання. Від супротивного. Припустимо, що усі ці відстані – цілі. Будемо вважати, що відповідні точки мають такі координати 
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Тоді 
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, оскільки 
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 ціле, то робимо висновок, що 
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 – раціональні. Без обмеження загальності розгляду можемо вважати їх цілими, бо інакше достатньо останні рівності домножити на відповідні НСД, щоб вийшли рівності у цілих числах. При цьому, якщо усі числа парні, то можна скоротити. Таким чином принаймні одне з чисел 
[image: image37.wmf]c
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 – непарне. Оскільки 
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, то усі три непарними бути не можуть, що випливає з подільності на 4. Тому рівно одне з двох є непарним. нехай, наприклад це буде 
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. Тоді 
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 та 
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 – непарні, тому 
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 дають остачу 
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, звідси 
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 – при непарних 
[image: image48.wmf]c

a

,

 на 
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 не ділиться. Одержана суперечність завершує доведення. 

9.3. Шестикутник 
[image: image50.wmf]ABCDEF

 вписаний у коло, при цьому 
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 та 
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. Позначимо перетини прямих через 
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, при цьому ці точки лежать по один бік від точки 
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 на прямій 
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, а точка 
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 – по іншій. Точка 
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 – середина відрізку 
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. Нехай точки 
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 та 
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 центри вписаних кіл 
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 відповідно. Доведіть, що 
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Розв’язання. Без обмеження загальності будемо вважати, що має місце ситуація з розташування точок аналогічна до зображеної на рис. 45. Очевидно, що 
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 – центр описаного кола шестикутника 
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, 
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 – діаметр. Оскільки 
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 – бісектриса 
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Оскільки 
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 – бісектриса 
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Побачимо, що 
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9.4. Нехай 
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M

,

 – середини сторін 
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 відповідно прямокутника 
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. Позначимо через 
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 – проекцію точки 
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. Доведіть, що 
[image: image94.wmf]NHB

DPC

Ð

=

Ð

. 
Розв’язання. Для доведення рівності 
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Оскільки 
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, що й доводить потрібну подібність. З неї і випливає 
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10 клас

10.1. Задача 9.1.

10.2. Задача 9.3.
10.3. Задача 9.4.
10.4. Точка 
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 – ортоцентр трикутника 
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. Позначимо через 
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 – другу точку перетину кола з діаметром 
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, а через 
[image: image111.wmf]E

 – другу точку перетину кола з діаметром 
[image: image112.wmf]AC

 та описаного кола 
[image: image113.wmf]AHB

D

. Доведіть, що центр описаного кола 
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Розв’язання. Нехай 
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11 клас

11.1. Задача 9.1.

11.2. Задача 9.4. 

11.3. На гіперболі 
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Відповідь: 
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Розв’язання. б) Позначимо обрані точки через 
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 попарно різні. З рівності 


[image: image145.wmf]2

2

CB

AB

=

 
[image: image146.wmf]Û

 
[image: image147.wmf]2

1

1

2

2

1

1

2

)

(

)

(

)

(

)

(

b

c

b

a

b

c

b

a

-

+

-

=

-

+

-

 
[image: image148.wmf]Û

 
[image: image149.wmf]0

)

(

2

2

2

1

1

2

2

2

2

=

-

+

+

-

-

-

-

c

a

bc

ab

c

a

b

c

a

 
[image: image150.wmf]Û

 
[image: image151.wmf]0

2

2

2

2

=

-

+

-

+

+

c

a

c

a

abc

b

c

a

.

З аналогічних рівностей інших пар сторін маємо, що
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Додамо усі ці три рівності:
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Вираз, що нам треба знайти дорівнює
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11.4. Задача 10.4.
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Рис. 45 





























Рис. 83
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Рис. 45 
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Рис. 81
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