Комбінаторика
9 клас
9.1. По колу написані 2014 одиниць. Гравці по черзі роблять ходи – замість будь-яких двох сусідніх чисел пишуть їх суму. Виграє той, хто першим напише число 4. Якщо таке число ніколи не виникне, то гра завершується внічию. Чи має хтось з гравців перемогти за правильної гри обох?

Відповідь: перемагає другий.
Розв’язання. Ходи другого симетричні до ходів першого, за виключенням ситуації, коли він своїм ходом може одержати 4. Перший не може виграти, оскільки після ходів другого на колі не виникають нових комбінацій чисел, які можуть дати в сумі 4. Бо, якби такі були, то вони були б вже після хода першого (бо у другого відповідь симетрична), а тому другий виграв би попереднім ходом. 

Коли може виникнути число, більше від 2. Зрозуміло, що колись така ситуація вперше виникне після ходу першого. Припустимо, що виникло число 3. Якщо поруч з ним є принаймні одна 1, то виграє другий. Якщо біля нього тільки числа 2, то воно було утворене як сума 
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, але по боках чтлоять числа 2, тому перед цим вже можна було виграти, додавши дві сусідні числа 2. таким чином гра обов’язково закінчиться виграшем другого і чисел більше 4 не виникне. 

9.2. У клубі 30 джентльменів. У кожного з них є шляпа. Одного разу кожен джентльмен відправив свою шляпу деякому іншому джентльмену з клубу (один джентльмен може отримати більше однієї шляпи). Доведіть, що можна вибрати 10 джентльменів так, що жоден з них не відправляв один одному шляпу. 
Розв’язання. Нехай джентльмен 
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 переслав свою шляпу джентльменові 
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, а 
[image: image5.wmf]2

D

 – переслав 
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 і т.д. Оскільки усього їх скінченна кількість, то у певний момент 
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. Тоді послідовність джентльменів 
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 назвемо ланцюгом. Пофарбуємо джентльменів 
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 у жовтий колір, а 
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 – у синій. Подивимось на кольори 
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 та 
[image: image13.wmf]n

D

. Якщо вони одного кольору, то перефарбуємо 
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 у чорний колір. Інакше нікого не перефарбовуємо.
Виберемо тепер не пофарбованого джентльмена, якщо такий існує. Позначимо його 
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 і для нього побудуємо ланцюг 
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. Якщо вони усі не пофарбовані, то фарбуємо їх аналогічно першому ланцюжку. Якщо у цьому ланцюгу є пофарбовані, то перший з них нехай буде 
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, після нього вже йдуть усі пофарбовані джентльмени. Тоді дивимось на колір 
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. Наприклад, він жовтий, тоді фарбуємо джентльменів у послідовності 
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 через одного у синій та чорний кольори. І так далі, доки усі не пофарбовані. Оскільки усього кольорів 3, то принаймні одного кольору буде не менше 10, вони і є шукані. Оскільки за побудовою, жодні два джентльмени одного кольору не посилали шляпи один іншому. 
9.3. Скількома способами можна розташувати числа 1, 2, ..., 12 зліва направо таким чином, щоб рівно одне число було менше від числа, що йде точно перед ним?

Відповідь: 
[image: image20.wmf]4083
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Розв’язання. Назвемо послідовності, що задовольняють умови – гарними. Ми можемо пофарбувати кожна число в один з двох кольорів – червоний та синій – 
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 способами. Ми назвемо розфарбування гарним, якщо є принаймні одне число кожного кольору та найбільше число червоного кольору більше ніж найменше синього. Усього існує 13 „не гарних” розфарбувань, це – усі 12 синіх, та 12 розфарбувань, де червоними є номери 
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. Таким чином усього 
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 гарних розфарбувань. Покажемо, що кількість гарних розфарбувань та гарних послідовностей – однакова.

Виберемо довільну гарну послідовність та нехай число 
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 менше від числа, що йде перед ним. Цій послідовності буде відповідати таке розфарбування: числа перед 
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 фарбуємо червоним, а решта чисел – синім. Тоді це розфарбування – гарне. Наприклад, для послідовності 
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Тут 
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, числа 
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 – червоні, а решта – сині. 

Тепер для кожного гарного розфарбування покажемо відповідну гарну послідовність: спочатку пишемо усі червоні числа у порядку зростання. а далі усі сині так само у порядку зростання. 

Маємо бієкція, яка доводить відповідну кількість гарних послідовностей. 

9.4. Для натурального 
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 розглянемо квадратну дошку 
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, що розбита на 
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 одиничних квадратиків. Для кожного 
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 є скільки завгодно прямокутників з орієнтацією 
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 (тип І) та з орієнтацією 
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 (тип ІІ), квадратик 
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 відноситься до обох типів. Ми покриваємо цей квадрат 
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 прямокутниками таким чином, щоб при цьому прямокутників першого типу рівно стільки ж скільки й другого (без урахування квадратиків 
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). Для якого найменшого 
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 це можливо? 

Відповідь: найменше значення 
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Розв’язання. Спочатку побудуємо приклад ММІ. Для 
[image: image41.wmf]3

3

´

 це легко будується розбиття на 5 прямокутників (рис. 45). 

Припустимо тепер, що ми можемо покрити квадрат 
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. Розглянемо квадрат 
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. Його частину розміром 
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 покрито за припущенням індукції  за допомогою 
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 прямокутника серед яких однакова кількість кожного типу. Тоді тепер можемо додати 2 прямокутника по 1 кожного типу щоб покрити весь квадрат (рис. 46). Таким чином усього використано 
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 прямокутників і кожного типу однакова кількість. 

Покажемо тепер, що будь-яке покриття квадрату 
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 відповідне до умов задачі, використовує не менше ніж 
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 прямокутник. Нехай серед них є рівно 
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 прямокутників типу 1, які не мають тип ІІ. Тоді тип ІІ мають також рівно 
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 прямокутників, а також є 
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 квадратиків 
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 і твердження доведене. Таким чином 
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. Покажемо, що за таких умов 
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. Кожний квадрат І типу розташований у одному рядку, а тому може бути покритим не більше 
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 рядків, тому 
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 рядків не містять жодного з таких прямокутників. Так само 
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 колонок не покриті прямокутниками типу ІІ. Таким чином повинно бути щонайменше 
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 одиничних квадратиків. Таким чином 
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Тобто доведено, що 
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, а звідси 
[image: image67.wmf]1

2

2

-

³

+

=

n

l

k

N

, що й треба було довести. 


10 клас

10.1. Задача 9.1.

10.2. У таблиці 
[image: image68.wmf]9
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 чотири клітини зафарбовані у чорні колір, решта клітин – білі, як це показане на рисунку. Яку найменшу кількість білих клітин треба перефарбувати у чорний колір, щоб жодні 5 білих клітин, що залишилися не утворювали наведену фігурку у будь-якій орієнтації?

Відповідь: 
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 пара.
Розв’язання. Розіб’ємо весь великий квадрат на 9 квадратів 
[image: image70.wmf]3
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. Тоді у кожному з таких квадратів повинні бути зафарбованими принаймні по 2 клітини, що знаходяться на межі цього квадрату. Таким чином треба зафарбувати ще принаймні 18 клітин. Покажемо, що достатньо зафарбувати такі 18 клітин. 

10.3. Задача 9.3
10.4. Задача 9.4
11 клас

11.1. Задача 9.1.

11.2. Задача 10.2.
11.3. Задача 10.3.
11.4. Для пари точок 
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 декартової площини, позначимо через 
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. Будемо називати неупорядковану пару точок 
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 гармонічною, якщо 
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. Яка максимальна кількість гармонічних пар може бути серед 100 точок на площині?

Відповідь: 
[image: image76.wmf]3750

 точок.
Розв’язання. Виберемо із 100 заданих такі 5 точок 
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, тоді серед відповідних 
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 є принаймні 3 немпадні, або 3 незростаючі елементи. Без обмеження загальності покладемо 
[image: image81.wmf]3

2

1

y

y

y

£

£

. Тоді,


[image: image82.wmf])

,

(

)

,

(

)

,

(

3

1

3

2

2

1

P

P

d

P

P

d

P

P

d

=

+

,
а тому усі три відстані не можуть належати проміжку 
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Таким чином у графі, де усі ребра гармонічні (тобто з’єднують лине пари точок, які є гармонічними) не містить жодного підграфу 
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Тоді з теореми Турана випливає, що граф на 
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 вершинах, що не містить 
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, може мати максимальна кількість ребер рівною 
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. Він будується так: усі вершини розбиваються на 
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 групу (в такому випадку вони містять рівну кількість вершин) і ребра проводяться виключно між елементами різних груп. 
Для нашої задачі 
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, тому максимальна кількість ребер складає 
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Приклад розташування точок такий: вибираємо у малому околі кожної з чотирьох точок 
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 по 25 точок. І маємо шуканий приклад. 
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