6-Й ВСЕУКРАЇНСЬКИЙ ТУРНІР МАТЕМАТИЧНИХ БОЇВ 

ІМЕНІ І. І. ЛЯШКА
Математична карусель
Молодша ліга. Вихідний рубіж 

1. Скільки існує трицифрових чисел, у яких цифра одиниць дорівнює сумі цифр десятків та сотень?
2. У потягу Москва — Київ нумерація місць у вагонах наскрізна і починається з номера 1. У кожному вагоні кількість місць однакова, до того ж відомо, що місця з номерами 2014 та 2045 розташовані в одному вагоні, а місця з номерами 2508 та 2542 — у різних, але не в сусідніх вагонах. Скільки місць в одному вагоні потяга?
3. На змаганні під назвою «математична гойдалка» було запропоновано кілька задач на вихідному рубежі та кілька задач на заліковому рубежі. За правильний розв’язок задачі на вихідному рубежі давали 2 бали, за правильний розв’язок задачі на заліковому рубежі — 3 бали. Крім того, на вихідному рубежі за відсутній або неправильний розв’язок із команди знімали 1 бал. Команда ліцею «Кубик» під час змагання правильно розв’язала 10 задач і одержала загалом 14 балів. Скільки могло бути задач на вихідному рубежі?
4. У прямокутному триктунику ABC з гіпотенузою AB знайдіть градусну міру більшого з гострих кутів, якщо бісектриса BD кута 
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 ділить протилежну сторону у відношенні 
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1

AD

CD

=

.
5. Нехай ABC — рівносторонній трикутник, точки D, E, F — середини його сторін. Скільки є попарно нерівних трикутників з вершинами в точках A, B, C, D, E, F?
6. Знайдіть усі пари натуральних чисел (x, y), які задовольняють рівність: 
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7. Обчисліть значення виразу:
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8. Квадрат зі стороною 2011 спершу розбили на 9 маленьких однакових квадратиків, і в кожен квадратик вписали круг, а потім розбили на 25 маленьких однакових квадратиків, і так само в кожен квадратик вписали круг. У якому випадку сумарна площа всіх кругів (9 або 25 відповідно) виявилася більшою?
9. Розставте в таблиці 
[image: image5.wmf]44
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 десять одиниць таким чином, щоб у кожному стовпчику була парна кількість, а в кожному рядку — непарна кількість одиниць.
10. Костя задумав п’ятицифрове число, викреслив із нього одну цифру, після чого одержане чотирицифрове число додав до задуманого. У сумі вийшло 41 751. Знайдіть задумане число.
11. Відомо, що для деякого натурального x число 
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 націло ділиться на 
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. Знайдіть усі можливі значення x.

12. Задано трапецію ABCD із перпендикулярними діагоналями. На більшій основі AD трапеції вибрано точку M так, що 
[image: image8.wmf]3
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. Знайдіть довжину середньої лінії трапеції.
13. Розставте по колу числа 14, 27, 36, 57, 178, 467, 590 і 2345 так, щоб кожні два сусідніх числа мали однакову цифру.
14. Натуральні числа від 1 до 10 розбито на дві групи по 5 чисел таким чином, що добуток усіх чисел першої групи націло ділиться на добуток усіх чисел другої групи. Яким найменшим цілим числом може бути відповідна частка?
15. Якого найбільшого значення може набувати вираз
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якщо кожна змінна може дорівнювати 1 або 
[image: image10.wmf]1
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16. Правильним багатокутником називається багатокутник, у якого всі сторони та всі кути рівні між собою. На сторонах правильного n-кутника у зовнішній бік побудовані квадрати. Виявилось, що 2n вершин цих квадратів, які не належать заданому n-кутнику, також утворюють правильний багатокутник. Якою може бути величина кута такого 2n-кутника?
17. Яку найбільшу кількість квадратів можна вирізати по межах клітинок із прямокутника 
[image: image11.wmf]1220

´

 так, щоб кожні два квадрати мали різний розмір?
18. Знайдіть усі цілі a, для яких вираз 
[image: image12.wmf]2
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 визначений і набуває значення, що є цілим числом.
19. На прямій позначили 100 точок і зафарбували кожну з них у червоний, синій або зелений колір. При цьому між кожними двома червоними точками опинилася хоча б одна синя точка, а між кожними двома синіми точками опинилася принаймні одна зелена. Крім того, червоних точок виявилося не менше, ніж синіх, а синіх — не менше, ніж зелених. Скільки точок могли зафарбувати в синій колір?

20. У трикутнику ABC медіана BE перпендикулярна до бісектриси AD. Знайдіть довжину сторони AB, якщо 
[image: image13.wmf]12.
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Молодша ліга. Заліковий рубіж 

1. Скільки існує десятицифрових чисел, які записані лише цифрами 1 і 2 та кратні 4?
2. Поруч у порядку зростання записали три послідовних двоцифрових числа. Виявилось, що одержане шестицифрове число кратне 17. Яке найбільше значення воно може мати? 

3. Яке найменше невід’ємне число можна дістати шляхом розстановки знаків «+» та «−» між числами 
[image: image14.wmf]222
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, а також, можливо, перед першим числом?
4. На площині проведено 6 відрізків, жодні два з яких не лежать на одній прямій та жодні три не перетинаються в одній точці. Відмітили усі точки перетину цих відрізків. Виявилось, що на першому відрізку відмічені 3 точки, на другому — 4 точки, на трьох наступних — по 5 точок. Скільки точок могло бути відмічено на шостому відрізку?
5. Скільки існує десятицифрових чисел, які записані лише цифрами 0 і 5 та діляться на 9?
6. Скільки є натуральних n між 2000 та 2100 включно, для яких 
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7. На дошці записано числа 
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. Яку найменшу кількість із них треба буде витерти, щоб між тими, що залишились, замість зірочок можна було поставити знаки «+» чи «–» таким чином, щоб у результаті дістати 0?
8. Точка M — середина сторони AC трикутника ABC. Точка D на стороні BC така, що 
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. При цьому виявилось, що 
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. Знайдіть кут 
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, якщо 
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9. У шерензі стоять 50 чоловіків, кожні два — різного зросту. Серед них рівно 15 вищі від свого лівого сусіда. Скільки чоловіків вищі від свого правого сусіда?

10. Розв’яжіть у натуральних числах (x, y) рівняння 
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[,]

xyxy

+=

, де через 
[image: image23.wmf][,]
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 позначено найменше спільне кратне чисел x та y. 
11. Справжня перлина важить у 5 разів менше, ніж фальшива, а коштує в 7 разів дорожче. Купа перлин важить стільки, скільки важить 170 фальшивих перлин, а коштує стільки, скільки коштує 170 справжніх. Скільки в цій купі фальшивих перлин?

12. Кут A трикутника ABC дорівнює 
[image: image24.wmf]120
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. На продовженні за сторону BC бісектриси цього кута взято точку D так, що 
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. Знайдіть найбільший кут трикутника BCD.

13. На дошці записані числа 
[image: image26.wmf]1,2,3,...,1987

. За один хід дозволено витерти будь-які два числа та замість них записати остачу від ділення на 7 їхньої суми. Після кількох ходів на дошці залишились записаними два числа: x та 987. Яким може бути число x?

14. Знайти всі пари цілих чисел (x, y), що задовольняють рівняння:
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15. Позначмо через 
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 відповідно найменше спільне кратне та найбільший спільний дільник натуральних чисел m та n. Знайдіть усі натуральні 
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, які задовольняють рівність:
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16. Усередині трапеції ABCD з основою 
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 та бічними сторонами 
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 знайшлася точка P така, що 
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. Знайдіть довжину основи BC трапеції.
17. Яку найбільшу кількість днів поспіль можуть виявлятися правдою такі слова: «сьогодні в мене грошей більше, ніж 2 дні тому, але менше, ніж тиждень тому»?
18. Скільки пар натуральних чисел (m, n) задовольняють рівність 
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19. Для натурального числа x, яке в своєму записі не містить цифри 
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, через y позначимо число, записане тими ж цифрами, що й x, але в зворотному порядку, а через p(x) позначимо добуток цифр числа x. Знайдіть усі x, що задовольняють рівність:
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20. Точки E та F лежать відповідно на сторонах AB та BC ромба ABCD, при цьому 
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 Відомо, що трикутник DEF рівносторонній. Знайдіть величину кута 
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Середня ліга. Вихідний рубіж 

1. Задано різні квадратні тричлени 
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, старші коефіцієнти яких дорівнюють 1. Виявилось, що 
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. При яких значеннях x виконується рівність 
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2. Скільки розв’язків у натуральних числах (x, y) має рівняння 
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3. Задача № 3 молодша ліга вихідний рубіж. 

4. У рівнобедреному трикутнику ABC з основою 
[image: image48.wmf]128
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 проведено висоту AD. Точка D лежить на стороні BC і ділить її на два відрізки, що відносяться як 
[image: image49.wmf]1:3

. Знайдіть периметр триктуника ABC.
5. Розв’яжіть систему рівнянь:
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6. Задача № 6 молодша ліга вихідний рубіж. 

7. По дорозі їдуть автомобіль, мотоцикл, мопед та велосипед, кожен зі своєю постійною швидкістю. Автомобіль зустрів мопед о 12-й, велосипед о 14-й, а мотоцикл — о 16-й годині. Мотоцикл зустрів мопед о 17-й, а велосипед — о 18-й. О котрій годині велосипед зустрів мопед?
8. У трапеції ABCD з основами 
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 проведено відрізок 
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, паралельний основам. Трапеції MBCN та MNDA розділяються відрізками, що паралельні основам, відповідно на 
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 трапецій. Усі маленькі 
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 трапецій мають однакову площу. Знайдіть найменшу можливу кількість утворених трапецій 
[image: image57.wmf]mn
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9. Задача № 9 молодша ліга вихідний рубіж. 

10. Задача № 10 молодша ліга вихідний рубіж. 

11. Розв’яжіть у натуральних числах систему рівнянь:
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12. Знайдіть величину найменшого кута трикутника, сторони якого a, b, c задовольняють умови: 
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13. Зі 100 кубиків 80 мають хоча б одну червону грань, 85 хоча б одну синю та 75 принаймні одну зелену. Скільки кубиків можуть мати грані кожного з кольорів? Вказати всі можливі відповіді.
14. Задача № 14 молодша ліга вихідний рубіж. 

15. Задача № 15 молодша ліга вихідний рубіж. 

16. Задача № 16 молодша ліга вихідний рубіж. 

17. У скільки способів квадрат 
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 можна розрізати уздовж меж клітинок на 4 рівні багатокутники? Способи будемо вважати різними лише тоді, коли різними є багатокутники, на які розрізано квадрат.
18. Задача № 18 молодша ліга вихідний рубіж. 

19. Задача № 19 молодша ліга вихідний рубіж. 

20. Точка E — середина сторони AB прямокутника ABCD, а точка F на його діагоналі AC така, що 
[image: image62.wmf]BFAC
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. Відомо також, що 
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. Знайдіть відношення більшої сторони прямокутника до меншої.
Середня ліга. Заліковий рубіж 

1. Задача № 1 молодша ліга заліковий рубіж. 

2. Задача № 2 молодша ліга заліковий рубіж. 

3. Задача № 3 молодша ліга заліковий рубіж. 

4. Задано рівнобедрений прямокутний трикутник BCE з гіпотенузою 
[image: image64.wmf]22
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. Яку найменшу та найбільшу площу може мати трапеція ABCD з основами AB та CD, у якої E — середина сторони AD?
5. У ряд викладено 100 монет, перша лежить догори орлом, друга догори решкою, наступна знов догори орлом, четверта — решкою і т. д. За один хід можна перегорнути на протилежний бік кілька монет, що лежать поруч (а можливо, лише одну). За яку найменшу кількість ходів можна зробити так, щоб усі монети лежали догори орлом?

6. Задача № 6 молодша ліга заліковий рубіж. 

7. Задача № 7 молодша ліга заліковий рубіж. 

8. Задача № 8 молодша ліга заліковий рубіж. 

9. У квадраті 
[image: image65.wmf]77
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 відмітили k центрів маленьких квадратиків таким чином, що ніякі чотири відмічені точки не є вершинами прямокутника зі сторонами, паралельними до сторін квадрата. За якого найбільшого значення k це можливо?
10. Задача № 10 молодша ліга заліковий рубіж. 

11. Задача № 11 молодша ліга заліковий рубіж. 

12. Яку найменшу площу може мати трикутник, висоти якого задовольняють нерівності: 
[image: image66.wmf]3,4,5
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13. Є дві купки камінців. Якщо з першої купки перекласти в другу 100 камінців, то в другій камінців стане вдвічі більше, ніж у першій. Якщо ж із другої  купки перекласти кілька камінців у першу, то в першій стане в 6 разів більше камінців, ніж у другій. Яка найменша кількість камінців може міститися в першій купці?
14. Задача № 14 молодша ліга заліковий рубіж. 

15. Розв’яжіть рівняння: 
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16 Задача № 16 молодша ліга заліковий рубіж. 

17. Задача № 17 молодша ліга заліковий рубіж. 

18. Три двоцифрових числа a, b, c мають таку властивість: сума будь-яких двох із них дорівнює двоцифровому числу, яке відрізняється від третього лише порядком цифр. Чому дорівнює сума цих трьох чисел 
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19. Відомо, що попарно різні числа a, b й c задовольняють умови: 
[image: image69.wmf]aabc
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, 
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, 
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. Яких значень може набувати вираз 
[image: image72.wmf]abc
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20. Задача № 20 молодша ліга заліковий рубіж. 

Старша ліга. Вихідний рубіж 

1. Задача № 1 середня ліга вихідний рубіж. 

2. Задача № 2 середня ліга вихідний рубіж. 

3. Розв’язати рівняння:

[image: image73.wmf]242224
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4. Задача № 4 середня ліга вихідний рубіж. 

5. Задача № 5 середня ліга вихідний рубіж. 

6. Задача № 6 молодша ліга вихідний рубіж. 

7. Задача № 7 середня ліга вихідний рубіж. 

8. Задача № 8 середня ліга вихідний рубіж. 

9. Розгляньмо точки тривимірного простору із натуральними координатами (x, y, z), що задовольняють умови: 
[image: image74.wmf]010
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, 
[image: image75.wmf]010
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, 
[image: image76.wmf]010
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. Для кожної такої точки випишемо суму її найбільшої та найменшої координати. Чому дорівнює сума всіх записаних чисел?

10. Задача № 10 молодша ліга вихідний рубіж. 

11. Розв’яжіть систему рівнянь:
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12. Задача № 12 середня ліга вихідний рубіж. 

13. Задача № 13 середня ліга вихідний рубіж. 

14. Задача № 14 молодша ліга вихідний рубіж. 

15. Знайдіть коефіцієнт при члені 
[image: image78.wmf]100
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 у виразі 
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16. У трикутнику ABC 
[image: image80.wmf]10
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, а 
[image: image81.wmf]20
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. На протилежному від вершини A відносно прямої BC боці вибрано точку M таку, що 
[image: image82.wmf]CMB
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 — правильний. Знайдіть величину кута 
[image: image83.wmf].
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17. Задача № 17 середня ліга вихідний рубіж. 

18. Задача № 18 молодша ліга вихідний рубіж. 

19. Задача № 19 молодша ліга вихідний рубіж. 

20. Задача № 20 середня ліга вихідний рубіж. 

Старша ліга. Заліковий рубіж 

1. Маємо купку з 2011 камінців. Її треба розбити на 2011 купок по 1 камінцю в кожній. За один хід довільну купку можна розбити на дві менших. При цьому якщо купки різні, сплачується штраф розміром 1 грн. Якщо ж утворені купки містять однакову кількість камінців, штраф не сплачується. Яку найменшу суму доведеться сплатити, щоб завершити розбиття?
2. Знайдіть усі трицифрові числа 
[image: image84.wmf]abc

, що мають таку властивість: у разі ділення на число 
[image: image85.wmf]1
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 обидва числа 
[image: image86.wmf]abc

 та 
[image: image87.wmf]cba

 дають остачу 1.
3. Розв’яжіть систему рівнянь: 
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4. Задача № 4 середня ліга заліковий рубіж. 

5. Задача № 5 середня ліга заліковий рубіж. 

6. Сума десяти (не обов’язково різних) натуральних чисел дорівнює 1001. Якого максимального значення може набувати найбільший спільний дільник цих чисел?
7. Задача № 7 молодша ліга заліковий рубіж. 

8. Задача № 8 молодша ліга заліковий рубіж. 

9. Задача № 9 середня ліга заліковий рубіж. 

10. Задача № 10 молодша ліга заліковий рубіж. 

11. Знайдіть усі многочлени P степеня 2011, які для всіх дійсних x задовольняють рівність:


[image: image89.wmf]2
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12. Задача № 12 середня ліга заліковий рубіж. 

13. Задача № 13 середня ліга заліковий рубіж. 

14. Задача № 14 молодша ліга заліковий рубіж. 

15. Задача № 15 середня ліга заліковий рубіж. 

16. Знайдіть діаметр найменшого круга, з якого можна вирізати трикутник зі сторонами 2011, 1000 та 1744.
17. Задача № 17 молодша ліга заліковий рубіж. 

18. Задача № 18 середня ліга заліковий рубіж. 

19. Задача № 19 середня ліга заліковий рубіж. 

20. Задано ромб ABCD. Відомо, що радіус кола, описаного навколо 
[image: image90.wmf]ABC
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, дорівнює 3, а радіус кола, описаного навколо 
[image: image91.wmf]BCD
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, дорівнює 4. Знайдіть периметр ромба.
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