Київські відбори. Розв’язки задач

1 тур

11 клас

1. Додатні числа a, b, c, d задовольняють умову:
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Доведіть, що справджується нерівність:


[image: image2.wmf]81

1

£

abcd

.

Розв’язання. З нерівності між середніми:
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Покладемо 
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. Тоді, згідно з умовою та наведеними вище співвідношеннями, має місце така нерівність: 
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Після піднесення до четвертого степеня матимемо: 
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2. Знайдіть усі пари натуральних чисел (x, y), що задовольняють рівність:
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Відповідь: 
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Розв’язання. Оскільки 
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, то 
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. А звідси, як добре відомо, випливає, що 
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, де u та v — натуральні. Тоді початкове рівняння можна переписати так:


[image: image19.wmf](

)

)

(

3

670

11

3

2

2

2

v

u

v

u

-

=

+

+

.

Ліва частина ціла, тому 
[image: image20.wmf]2
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 для деякого невід’ємного цілого k. Тоді 
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, маємо таку нерівність:
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Але для довільного 
[image: image25.wmf]5

k

³

 ця нерівність справджуватися не може, бо для таких значень k 
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При 
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 маємо, що 
[image: image32.wmf]222

116700(mod4)

uvk

++=º

, що неможливо, оскільки 
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При 
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Ця система має єдиний розв’язок у натуральних числах 
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. Звідси знаходимо потенційний розв’язок початкового рівняння: 
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. Шляхом підстановки пересвідчуємось, що цей розв’язок насправді задовольняє рівність.
При 
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У цієї системи нема натуральних розв’язків.

3. Функція 
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 задовольняє такі умови: 
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Знайдіть кількість таких натуральних 
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Відповідь: 462 числа.
Розв’язання. Нехай функція 
[image: image51.wmf]:
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 визначена таким чином: щоб обчислити g(n), записуємо число n у двійковій системі числення (приміром, 
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). Далі кожну групу з однієї або кількох послідовних одиниць замінюємо однією одиницею, а кожну групу з одного або кількох послідовних нулів замінюємо одним нулем. Отримане число, записане у двійковій системі, і є значенням g(n). Наприклад, якщо 
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, то після групування одиниць і нулів дістанемо число 
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. Тепер переконаємось у тому, що: а) функція g задовольняє усі п’ять співвідношень з умови задачі і б) будь-яка функція, яка задовольняє усі п’ять умов, збігається з функцією g.
Твердження. Функція g задовольняє умову задачі. При цьому якщо умову задачі задовольняє деяка функція f, то вона збігається із g, тобто 
[image: image55.wmf]()()
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Доведення. Обидві частини твердження доведемо водночас методом математичної індукції. База індукції очевидна: 
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Нехай 
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Припустимо спершу, що m — парне, тобто 
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· n — парне. Тоді число n закінчується у двійковому записі нулем (
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), маючи при цьому ті самі решту цифр. Із побудови функції g зрозуміло, що 
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· n — непарне. Тоді число n закінчується у двійковому записі одиницею (
[image: image66.wmf]2
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), решта його цифр при цьому ті самі. Тоді значення g від цього числа так само утворюється зі значення g від числа n приписуванням нуля, тобто множенням на 2. Тоді
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Хай тепер m непарне, тобто 
[image: image70.wmf]21
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. Знову маємо два випадки:
· n — непарне. Тоді число n закінчується у двійковому записі одиницею, а 
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 — двома одиницями; решта їхніх цифр збігаються. Тож із побудови функції g:
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· n — парне. Тоді n у двійковому записі закінчується нулем, а 
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 — нулем та одиницею (
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[image: image75.wmf](21)2()12()1(21)

gkgkfkfk

+=+=+=+

.

Твердження доведене.
Оскільки 
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, задача зводиться до такої: треба знайти кількість чисел, що не перевищують 2047 та при цьому мають у двійковому записі п’ять груп цифр 1 та 0, які чергуються та починаються з одиниць. Зауважимо, що будь-яке число, яке має у двійковій системі числення 12 або більше цифр, не може задовольняти умову, бо вже найменше дванадцятицифрове число перевищує 2047:
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Водночас навіть найбільше 11-цифрове (у двійковій системі числення) число не перевищує 2047:
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Залишилось встановити відповідність між наборами з п’яти груп одиниць та нулів, що чергуються, і вибором п’яти різних натуральних чисел від 1 до 11: набір чисел 
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. Легко зрозуміти, що така відповідність є взаємно однозначною. А оскільки способів вибрати 5 чисел із 11 є 
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, то рівно такою є й шукана кількість чисел, що задовольняють умову.
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[image: image89.wmf]C

B

P

¢

¢

D

, удруге перетинає пряму AP в точці, яка лежить усередині трикутника ABC. Доведіть, що
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тобто що кути 
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Розв’язання.
Оскільки 
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Спочатку покажемо, що 
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Оскільки 
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З іншого боку, якщо 
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Тепер покажемо, що 
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Нехай 
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 кола та прямої AP (за умовою задачі точка D лежить усередині трикутника). Виходячи з рівності добутків частин хорд  
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Якщо 
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З іншого боку, якщо 
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10 клас

1. Відомо, що a, b, c — довжини сторін трикутника, які задовольняють умову 
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Розв’язання. Припустимо, що одна зі сторін не менша за 1, наприклад 
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що суперечить умові задачі. Таким чином, 
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2. Задача № 2 за 11-й клас.

3. Коло 
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 вписане у трикутник ABC і дотикається до сторін AB і AC в точках D та E відповідно. Коло 
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 вписане у трикутник ADE і дотикається до прямих AB і AC в точках P та Q відповідно. Нехай M та N — точки перетину кіл 
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 відповідно. Доведіть, що точки M, N, P і Q утворюють прямокутник тоді й лише тоді, коли справджується рівність: 
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Розв’язання. Нехай  F, O, R — середини відрізків DE, MN та PQ відповідно, точки I, J — центри кіл 
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 та 
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 (рис. 2). Неважко показати, що 
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 (див. задачу 8-4). Відрізки MN і PQ паралельні, бо обидва перпендикулярні прямій AI, яка є бісектрисою і віссю симетрії кута 
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. Крім того, MN і PQ, як легко бачити, розташовані по різні боки від центра кола 
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 — точки J. А оскільки всі чотири точки M, N, P, Q лежать на одному колі, вони будуть утворювати прямокутник тоді й лише тоді, коли 
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Оскільки пряма MN — радикальна вісь кіл 
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 та 
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, точка 
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 має однаковий степінь відносно цих кіл:
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А тоді
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4. Задача № 3 за 11-й клас.
9 клас

1. Задача № 1 за 10-й клас.
2. Знайдіть усі такі натуральні числа x, y, для яких виконуються умови:
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Відповідь: x та y — довільні послідовні натуральні числа.
Розв’язання. Для довільних x та y має місце подільність 
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, звідки, розкривши дужки, 
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. Якщо ж x та y задовольняють умову задачі, то 
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. Отже, число 2xy ділиться водночас на 
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. Різниця цих двох чисел дорівнює 2, тому вони або взаємно прості, або мають лише один спільний дільник — число 2. В обох випадках 
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Звідси випливає, що або 
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Якщо 
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, то перша подільність з умови задачі набуває вигляду 
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. Оскільки число 
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 взаємно просте з числами x та 2, воно має бути взаємно простим і з числом 
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. Це суперечить тому, що число x — натуральне.
Запишемо тепер умову задачі для випадку, коли 
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Кожна з цих умов виконується для довільного натурального x.
Аналогічно показується, що умову задовольняють довільне натуральне число y та 
[image: image220.wmf]1
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3. Задача № 3 за 10-й клас.
[image: image257.wmf]C

4. Квадрат 
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 розбитий на 49 клітинок. Дві клітинки називаються сусідніми, якщо вони мають спільну сторону. Діагональкою назвемо кожну з двох двоклітинних фігурок, зображених на рис. 3. Яку найменшу кількість діагональок можна розмістити в квадраті 
[image: image222.wmf]7
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 так, щоб вони не накладалися одна на одну, а також щоб кожна клітинка квадрата або була покрита діагональкою, або мала принаймні одну покриту сусідню клітинку?
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Відповідь: 9 фігурок.

Розв’язання. Будемо казати, що діагональка задовольняє певну клітинку, якщо вона покриває або цю клітинку, або хоча б одну з клітинок, сусідніх із нею. Розгляньмо клітинки, позначені на рис. 4 сірим кольором. Легко зрозуміти, що жодна діагональка не може задовольняти більш ніж одну з позначених клітинок. Оскільки кожна з цих 9 клітинок має бути задоволена хоча б однією діагональкою, загальна кількість діагональок не може бути меншою за 9.

Залишилось навести приклад розташування дев’яти діагональок, яке задовольняє умову задачі — див. рис. 5.
8 клас
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1. Коло 
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 вписане у трикутник ABC і дотикається до сторін AB і AC в точках D та E відповідно. Коло 
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 вписане у трикутник ADE. Доведіть, що центр кола 
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 розташований на колі 
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Розв’язання. Через I позначмо центр кола 
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, а через J — точку перетину кола 
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 із відрізком AI (рис. 6). 
[image: image229.wmf]DAIEAI

Ð=Ð

, бо промінь AI є бісектрисою 
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. Також 
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. Тоді й третя пара відповідних кутів трикутників AID та AIE однакова: 
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. Звідси, використовуючи лему про вписаний кут, а також лему про кут між дотичною та хордою,
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Тому промінь DJ — бісектриса 
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, а отже J — інцентр 
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, тобто центр кола 
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. За побудовою він має лежати на колі 
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2. Задача № 2 за 9-й клас.

3. Хай x та y — натуральні числа, такі що 
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 не є цілим.
Розв’язання. Спершу зауважимо, що 
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Без обмеження загальності будемо вважати, що 
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. Це число буде цілим, тільки якщо 
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, це означало б, що 
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Якщо 
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, що й завершує доведення.

4. Задача № 4 за 9-й клас.
Рис. 1
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Рис. 2
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Рис. 3





Рис. 4





Рис. 5





Рис. 6
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