Умови задач відбору 2008–2009
1 тур

8 клас

1. (826) Знайдіть всі пари натуральних чисел 
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 не діляться на 39, але 
[image: image4.wmf])

1

(

4

+

a



 EMBED Equation.3  [image: image5.wmf])

1

(

2

-

b

 ділиться на 39. 
2. (827) В гострокутному трикутнику 
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, 
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 – точка на відрізку 
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 і 
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 – точка на продовженні відрізка 
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 така, що 
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 – основи перпендикулярів опущених з точок 
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 на прямі 
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 відповідно. Доведіть, що ортоцентр трикутника 
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 лежить на колі описаному навколо трикутника 
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3. (828) Нехай 
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 додатні дійсні числа такі, що 
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. Доведіть, що існує ціле число 
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 таке, що 
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4. (829) Дано шість різних натуральних чисел 
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. „Хтоде”, „Дехто”, та „Будьде” рахують суми кожної пари цих чисел. "Дехто" стверджує, що у нього вийшло серед цих сум 10 простих чисел, "Хтоде" стверджує, що серед цих сум 9 простих чисел, а „Будьде” стверджує, що там 8 простих чисел. Хто з них міг сказати правду? 

9 клас

1. (830) Доведіть, що для 
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2. Задача № 2 за 8-й клас.

3. (831) Довести, що існує нескінченно багато пар різних натуральних чисел 
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4. Задача № 4 за 8-й клас.

10 клас

1. (832) В деякому місті є 11 клубів. Кожен клуб містить 5 членів, а кожні два клуби мають одного спільного члена. Доведіть, що є людина яка входить до 4-ох клубів. 

2. Задача № 3 за 9-й клас.
3. Задача № 1 за 9-й клас.
4. (833) Нехай 
[image: image27.wmf]PA

 i 
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 – дотичні до кола 
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 з точки 
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. Нехай 
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 – середини відрізків 
[image: image32.wmf]AB

AP

,

 відповідно. Продовження 
[image: image33.wmf]MN

 перетинає 
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 в точці 
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 лежить між 
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 перетинає 
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 в точці 
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, а продовження 
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 перетинає 
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 в точці 
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. Доведіть, що 
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 – ромб. 

11 клас

1. Задача № 1 за 10-й клас.

2. (834) Чи існує функція 
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3. Задача № 4 за 10-й клас.
4. (835) Нехай 
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. Доведіть нерівність: 
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2 тур

8 клас

1. (836) Вчитель задає кожному студенту трійку натуральних чисел. Спочатку кожний студент друге та третє із заданих йому чисел ділить на їх НСД, і одержує нову трійку чисел. Після цього у одержаної трійки він перше та третє число ділить на їх НСД і одержує наступну трійку чисел. І нарешті, він ділить перше та друге числа на їх НСД і одержує остаточну трійку чисел. Після цього студент знаходить добуток усіх одержаних трьох чисел і відповідь каже вчителю. Відомо, що початкові трійки чисел відрізняються лише порядком чисел. Скільки щонайбільше різних відповідей могли дати вчителю студенти. 

2. (837) Нехай 
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 – центр описаного навколо 
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 кола, прямі 
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 та 
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 перетинаються в точці 
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. На прямій 
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 вибирається така точка 
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 перетинаються в точці 
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3. (838) Знайти найменше можливе значення добутку 
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4. (839) Припустимо, що 
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 людей з різними іменами сидять за круглим столом. Назвемо невпорядковану пару людей 
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 та 
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 «чудовою», якщо 
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 сидять не на сусідніх місцях та принаймні на одній з дуг, що з’єднують 
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 та 
[image: image73.wmf]B

 по краю стола, всі імена людей, що сидять вздовж неї, за алфавітом йдуть після імен 
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 та 
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. Знайдіть найменшу можливу кількість «чудових» пар.

9 клас

1. (840) Чи існує пара взаємно простих натуральних чисел 
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 означає найбільше ціле число, яке не перевищує 
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2. (841) Знайти всі пари 
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 можна записати ціле число так, що сума всіх чисел в будь-якому квадраті 
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 від’ємна, а сума всіх чисел в будь-якому квадраті 
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3. Задача № 2 за 8-й клас.
4. Задача № 1 за 8-й клас.
10 клас

1. (842) Нехай чотирикутник 
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 вписаний в коло з центром 
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 – основи перпендикулярів, опущених з точки 
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 відповідно. Нехай 
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 – точка перетину прямих 
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2. (843) Послідовність 
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3. Задача № 1 за 9-й клас.
4. Задача № 2 за 9-й клас.
11 клас

1. Задача № 1 за 10-й клас.
2. (844) Нехай 
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При яких значеннях 
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 досягається рівність? 

3. (845) У кожній клітинці квадратної таблиці 
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 записане довільне ціле число. Відомо, що сума всіх чисел в будь-якому квадраті 
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 від’ємна, а сума всіх чисел таблиці — додатна. Знайти всі можливі значення 
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4. Задача № 2 за 10-й клас.
3 тур

8 клас

1. (846) Є два концентричних круги різних радіусів. Внутрішній круг розбито на 
[image: image124.wmf]2010

 однакових секторів (менші сектори), які пофарбовано по черзі у чорний та білий кольори. Більший круг розбито на 
[image: image125.wmf]2008

 однакових секторів, та їх частини, що розташовані у кільці між колами так само по черзі пофарбовані у чорни та білий колір (більші сектори). Довести, що серед 
[image: image126.wmf]2010

 менших секторів є принаймні один такий, що дуга кола, яка його обмежує, повністю належить більшому сектору того ж кольору, як і колір меншого сектору. 

2. (847) Розглянемо усі можливі послідовності натуральних чисел 
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. Знайти найбільший спільний дільник сум 
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3. (848) а) Знайти числа 
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б) Показати, що останньою умовою ці числа 
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4. (849) В чотирикутнику 
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9 клас

1. (850) Задане коло 
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 з центром у точці 
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 і точка 
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 поза колом. Деяка січна, що проходить через 
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 у точках 
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 симетрична точці 
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 відносно прямої 
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2. (851) Нехай натуральне 
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3. Задача № 3 за 8-й клас.

4. Задача № 1 за 8-й клас.
10 клас

1. Задача № 1 за 9-й клас.
2. (852) Для довільних невід’ємних чисел 
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 довести нерівність: 
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При яких значеннях змінних досягається рівність?

3. (853) Рядком з дужок називається деяка сукупність символів, кожний з яких є відкриваючою або закриваючою дужкою, якщо його можна будувати за такими правилами: 


1) 
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2) якщо 
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 є рядком, то 
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3) якщо 
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 та 
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 є рядком, то 
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 також є рядком. 

Серединним кодом рядку називається кортеж натуральних чисел, який одержується для цього рядка таким чином: для кожної пари дужок – відкриваюча дужка та відповідна їй закриваюча дужка, знаходимо кількість символів, що залишились зліва від серединної позиції між цими дужками і записують усі ці числа у незростаючому порядку. Наприклад, серединним кодом рядку 
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. Довести, що серединний код двох довільних різних рядків з дужок є різними. 

4. Задача № 2 за 9-й клас.

11 клас

1. (854) Ламана намальована всередині квадрата 
[image: image177.wmf]50

50

´

, причому відстань від будь-якої точки всередині квадрата до ламаної не більше 
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. Довести, що довжина ламаної не менша ніж 
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2. Задача № 2 за 10-й клас.

3. Задача № 3 за 10-й клас.

4. (855) Натуральні числа 
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 та натурального непарного 
[image: image184.wmf]n

 число 
[image: image185.wmf]n
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 не є простим числом.

4 тур

8 клас

1. (856) Задано півколо з діаметром 
[image: image186.wmf]AB

 та центром у точці 
[image: image187.wmf]S

. На цьому півколі відмічено точки 
[image: image188.wmf]C

 та 
[image: image189.wmf]D

 (точка 
[image: image190.wmf]D

 лежить на дузі 
[image: image191.wmf]BC

) таким чином, що 
[image: image192.wmf]°
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. Нехай 
[image: image193.wmf]E

 - точка перетину прямих 
[image: image194.wmf]AC

 та 
[image: image195.wmf]BD

, 
[image: image196.wmf]F

 - точка перетину прямих 
[image: image197.wmf]AD

 та 
[image: image198.wmf]BC

. Доведіть, що 
[image: image199.wmf]AB
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2. (857) Знайдіть усі пари цілих чисел 
[image: image200.wmf](
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, при яких виконується рівність 
[image: image201.wmf]16
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3. (858) Десять чисел 1, 4, 7, …, 28 (різниця між послідовними числами дорівнює 3) записані в деякому порядку по колу. Нехай 
[image: image202.wmf]S

 – найбільша з поміж 10 сум, що отримуються додаванням будь-якого з цих 10 чисел з його лівим та правим сусідами по колу. Яке мінімально можливе значення 
[image: image203.wmf]S

?

4. (859) Відомо, що многочлен 
[image: image204.wmf]0
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 з цілими коефіцієнтами задовольняє таку умову: 
[image: image205.wmf])
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 при будь-якому цілому значенні 
[image: image206.wmf]x

 не дорівнює 
[image: image207.wmf]0

 та 
[image: image208.wmf]1

, а також не є простим числом. Чи обов’язково цей многочлен можна подати у вигляді добутку двох многочленів з цілими коефіцієнтами 
[image: image209.wmf])
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, кожний з яких відмінний від 
[image: image210.wmf])
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9 клас

1. Задача № 2 за 8-й клас.

2. Задача № 3 за 8-й клас.

3. (860) Діагоналі 
[image: image211.wmf]AC

 та 
[image: image212.wmf]BD

 опуклого чотирикутника 
[image: image213.wmf]ABCD

 перетинаються у точці 
[image: image214.wmf]E

. Точки 
[image: image215.wmf]M

 та 
[image: image216.wmf]N

 - середини відрізків 
[image: image217.wmf]AE

 та 
[image: image218.wmf]CD

 відповідно. Відомо, що 
[image: image219.wmf]BD

 - бісектриса 
[image: image220.wmf]ABC

Ð

. Доведіть, що чотирикутник 
[image: image221.wmf]ABCD

 - вписаний тоді і тільки тоді, коли чотирикутник 
[image: image222.wmf]MBCN

 - вписаний.

4. (861) Доведіть, що для додатних чисел 
[image: image223.wmf]c
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, кожне з яких менше за 
[image: image224.wmf]1

 виконується нерівність: 
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10 клас

1. (862) Знайдіть найменше натуральне число 
[image: image227.wmf]2

³

k

, для якого існують натуральні числа 
[image: image228.wmf]m

 та 
[image: image229.wmf]n

 такі, що 
[image: image230.wmf]n
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 є 
[image: image231.wmf]k

-м степенем натурального числа.

2. (863) У країні є 200 міст 
[image: image232.wmf]1

A

, 
[image: image233.wmf]2

A

,…, 
[image: image234.wmf]200

A

, між деякими з яких встановлено авіасполучення (при цьому припускається, що разом з маршрутом з міста 
[image: image235.wmf]A

 в місто 
[image: image236.wmf]B

 завжди існує зворотній маршрут). Відомо, що 
[image: image237.wmf]i

-те місто поєднано авіасполученням з 
[image: image238.wmf]i

d

 іншими містами, причому 
[image: image239.wmf]200
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 та 
[image: image240.wmf]1
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 для кожного 
[image: image241.wmf]199
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. Доведіть, що можна закрити аеропорт у будь-якому місті, і все одно можливо буде дістатись з довільного міста 
[image: image242.wmf]C

 в будь-яке інше місто 
[image: image243.wmf]D

, можливо, зробивши декілька пересадок.

3. Задача № 3 за 9-й клас.

4. Задача № 4 за 9-й клас.

11 клас

1. (864) Вписане коло трикутника 
[image: image244.wmf]ABC

 (
[image: image245.wmf]BC

AC

¹

) дотикається до сторін 
[image: image246.wmf]AB

, 
[image: image247.wmf]BC

 та 
[image: image248.wmf]CA

 в точках 
[image: image249.wmf]P

, 
[image: image250.wmf]Q

 та 
[image: image251.wmf]R

відповідно. Позначимо через 
[image: image252.wmf]G

 точку перетину медіан та через 
[image: image253.wmf]I

 центр вписаного кола трикутника 
[image: image254.wmf]ABC

. Виявилося, що 
[image: image255.wmf]AB
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. Доведіть, що:

а) точки 
[image: image256.wmf]R

, 
[image: image257.wmf]G

 та 
[image: image258.wmf]Q

 лежать на одній прямій;

б) 
[image: image259.wmf]AB

CR

=

.

2. (865) Знайдіть усі функції 
[image: image260.wmf]f



 EMBED Equation.3  [image: image261.wmf]R

R

®

:

, які для усіх дійсних 
[image: image262.wmf]x

 та 
[image: image263.wmf]y

 задовольняють рівняння: 
[image: image264.wmf](
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3. Задача № 1 за 10-й клас.

4. Задача № 2 за 10-й клас.

5 тур

8 клас

1. (866) Визначте кількість дійсних розв’язків рівняння 
[image: image265.wmf][
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. (Тут 
[image: image266.wmf]]

[

a

 – ціла частина числа 
[image: image267.wmf]a

).

2. (867) Чи існує натуральне число, яке складається лише з непарних цифр та ділиться на 
[image: image268.wmf]2009

5

.

3. (868) В школі навчаються 2009 хлопців та 2009 дівчат. Кожен учень є членом не більше ніж 100 клубів у школі. Відомо, що для будь-яких двох учнів різної статі існує принаймні один клуб, членами якого вони є одночасно. Доведіть, що у школі є клуб, членами якого є принаймні 11 хлопців та 11 дівчат.

4. (869) У вписаному п’ятикутнику 
[image: image269.wmf]ABCDE

 сторона 
[image: image270.wmf]7

=

BC

. Діагоналі 
[image: image271.wmf]EC

 та 
[image: image272.wmf]AC

 перетинають діагональ 
[image: image273.wmf]BD

 в точках 
[image: image274.wmf]L

 та 
[image: image275.wmf]K

 відповідно. Відомо, що точки 
[image: image276.wmf]E

L

K

A

,

,

,

 лежать на одному колі 
[image: image277.wmf]G

. З точки 
[image: image278.wmf]C

 проведено дотичну 
[image: image279.wmf]CO

 до кола 
[image: image280.wmf]G

, де 
[image: image281.wmf]O

 — точка дотику. Знайти довжину  
[image: image282.wmf]CO

.



















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































PAGE  
162

_1296763197.unknown

_1303509578.unknown

_1303510945.unknown

_1303572379.unknown

_1303572477.unknown

_1303572659.unknown

_1303572708.unknown

_1303572940.unknown

_1303573057.unknown

_1303573216.unknown

_1303573384.unknown

_1303572983.unknown

_1303572718.unknown

_1303572789.unknown

_1303572684.unknown

_1303572696.unknown

_1303572668.unknown

_1303572621.unknown

_1303572642.unknown

_1303572534.unknown

_1303572609.unknown

_1303572577.unknown

_1303572497.unknown

_1303572415.unknown

_1303572451.unknown

_1303572463.unknown

_1303572433.unknown

_1303572392.unknown

_1303572402.unknown

_1303572223.unknown

_1303572239.unknown

_1303572274.unknown

_1303572243.unknown

_1303510968.unknown

_1303510996.unknown

_1303511008.unknown

_1303511176.unknown

_1303510976.unknown

_1303510954.unknown

_1303509617.unknown

_1303510884.unknown

_1303510901.unknown

_1303510916.unknown

_1303510890.unknown

_1303510856.unknown

_1303510871.unknown

_1303509636.unknown

_1303509597.unknown

_1303509606.unknown

_1303509586.unknown

_1296851991.unknown

_1296853441.unknown

_1296854016.unknown

_1297203134.unknown

_1297204642.unknown

_1297408399.unknown

_1303509506.unknown

_1303509568.unknown

_1303509517.unknown

_1297619831.unknown

_1303509488.unknown

_1297620828.unknown

_1297619820.unknown

_1297204730.unknown

_1297204788.unknown

_1297204659.unknown

_1297204424.unknown

_1297204600.unknown

_1297203259.unknown

_1297204409.unknown

_1297203252.unknown

_1296854166.unknown

_1296854294.unknown

_1296854296.unknown

_1297203120.unknown

_1297202191.unknown

_1296854295.unknown

_1296854178.unknown

_1296854190.unknown

_1296854293.unknown

_1296854173.unknown

_1296854044.unknown

_1296854122.unknown

_1296854153.unknown

_1296854074.unknown

_1296854036.unknown

_1296853769.unknown

_1296853981.unknown

_1296853989.unknown

_1296853998.unknown

_1296853985.unknown

_1296853970.unknown

_1296853975.unknown

_1296853964.unknown

_1296853496.unknown

_1296853648.unknown

_1296853764.unknown

_1296853647.unknown

_1296853469.unknown

_1296853485.unknown

_1296853458.unknown

_1296852413.unknown

_1296852481.unknown

_1296853424.unknown

_1296853433.unknown

_1296853389.unknown

_1296853417.unknown

_1296853384.unknown

_1296852435.unknown

_1296852450.unknown

_1296852477.unknown

_1296852427.unknown

_1296852379.unknown

_1296852399.unknown

_1296852403.unknown

_1296852391.unknown

_1296852366.unknown

_1296852370.unknown

_1296851992.unknown

_1296851613.unknown

_1296851875.unknown

_1296851922.unknown

_1296851942.unknown

_1296851952.unknown

_1296851955.unknown

_1296851932.unknown

_1296851898.unknown

_1296851912.unknown

_1296851887.unknown

_1296851876.unknown

_1296851686.unknown

_1296851774.unknown

_1296851849.unknown

_1296851866.unknown

_1296851836.unknown

_1296851799.unknown

_1296851734.unknown

_1296851771.unknown

_1296851772.unknown

_1296851742.unknown

_1296851770.unknown

_1296851716.unknown

_1296851622.unknown

_1296851628.unknown

_1296851616.unknown

_1296837739.unknown

_1296848954.unknown

_1296851593.unknown

_1296851602.unknown

_1296848965.unknown

_1296848876.unknown

_1296848942.unknown

_1296848851.unknown

_1296814266.unknown

_1296823309.unknown

_1296823341.unknown

_1296823389.unknown

_1296837623.unknown

_1296823359.unknown

_1296814317.unknown

_1296814955.unknown

_1296805463.unknown

_1296814250.unknown

_1296763315.unknown

_1296804816.unknown

_1296763287.unknown

_1296245986.unknown

_1296336444.unknown

_1296502462.unknown

_1296678127.unknown

_1296678273.unknown

_1296679828.unknown

_1296679843.unknown

_1296679896.unknown

_1296679835.unknown

_1296679516.unknown

_1296678170.unknown

_1296678176.unknown

_1296678138.unknown

_1296502650.unknown

_1296502693.unknown

_1296502716.unknown

_1296502675.unknown

_1296502546.unknown

_1296502558.unknown

_1296502588.unknown

_1296502490.unknown

_1296412926.unknown

_1296412949.unknown

_1296412957.unknown

_1296412965.unknown

_1296416662.unknown

_1296416689.unknown

_1296412969.unknown

_1296412960.unknown

_1296412953.unknown

_1296412941.unknown

_1296412945.unknown

_1296412933.unknown

_1296412917.unknown

_1296412923.unknown

_1296373739.unknown

_1296373778.unknown

_1296373763.unknown

_1296336497.unknown

_1296250888.unknown

_1296250947.unknown

_1296250996.unknown

_1296251019.unknown

_1296250986.unknown

_1296250915.unknown

_1296250937.unknown

_1296250900.unknown

_1296250840.unknown

_1296250881.unknown

_1296250857.unknown

_1296245994.unknown

_1296246775.unknown

_1296245998.unknown

_1296245990.unknown

_1296209679.unknown

_1296223725.unknown

_1296229550.unknown

_1296233835.unknown

_1296245979.unknown

_1296245982.unknown

_1296245972.unknown

_1296233821.unknown

_1296233828.unknown

_1296233831.unknown

_1296233825.unknown

_1296229551.unknown

_1296229546.unknown

_1296229548.unknown

_1296229549.unknown

_1296229547.unknown

_1296229504.unknown

_1296229544.unknown

_1296229545.unknown

_1296229510.unknown

_1296229517.unknown

_1296229507.unknown

_1296229467.unknown

_1296229492.unknown

_1296223742.unknown

_1296223695.unknown

_1296223718.unknown

_1296223722.unknown

_1296223716.unknown

_1296209726.unknown

_1296213224.unknown

_1296213332.unknown

_1296217465.unknown

_1296217469.unknown

_1296217460.unknown

_1296213267.unknown

_1296213183.unknown

_1296209700.unknown

_1296209715.unknown

_1296209686.unknown

_1296209532.unknown

_1296209628.unknown

_1296209658.unknown

_1296209670.unknown

_1296209646.unknown

_1296209589.unknown

_1296209604.unknown

_1296209546.unknown

_1296209481.unknown

_1296209509.unknown

_1296209518.unknown

_1296209500.unknown

_1296209381.unknown

_1296209393.unknown

_1296209370.unknown

