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8.1. (Лішунов Віталій) Для деяких дійсних чисел 
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 має місце рівність 
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. Які значення може приймати вираз
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Відповідь: 
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Розв’язання. Нехай 
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 EMBED Equation.3  [image: image7.wmf]2
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. Зробимо перетворення другого доданку останнього виразу: 
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Хоч цього не вимагає умова, але треба переконатись, що такі числа 
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, що задовольняють задану умову існують. Покладемо 
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8.2. (Маліцький Юрій) З’ясуйте, яких п’ятицифрових чисел більше: тих, у яких цифри йдуть у строго зростаючому порядку зліва направо, або тих, у яких кожна цифра не перевищує 5 та цифри ідуть у неспадному порядку зліва направо (наприклад, число 12459 задовольняє першій умові, а 22589 та 01234 — ні; число 11145 задовольняє другій умові, а 21224, 12346 та 01234 — ні)?
Відповідь: чисел однакова кількість. 

Розв’язання. Покажемо, що таких чисел однакова кількість, для цього кожному числу одного набору поставимо у відповідність єдине число з другого. Достатньо числу 
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 першого набору поставити у відповідність число 
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. Це показує, що кількість чисел в наборах однакова.
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8.3 (Клурман Олексій) На стороні 
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 трикутника 
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Відповідь: 
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Розв’язання. Нехай 
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 не може належати відрізку 
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1) Точка 
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 (рис.1). Проведемо перпендикуляр 
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2) Нехай точка 
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 належить променю 
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 (рис.2). Проведемо перпендикуляр 
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. Тоді повністю аналогічно попередньому розв’язанню одержимо, що 
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8.4. (Торба Сергій) Розв’яжіть в цілих невід’ємних числах 
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Відповідь: 
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Розв’язання. Нехай 
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Спочатку розглянемо рівняння за модулем 
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Розглянемо тепер рівняння за модулем 
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Таким чином ми маємо таке рівняння: 
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, звідки випливає, що 
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. Додамо одержані два рівняння: 
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 і система набуває такого вигляду 
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. Віднімемо ці рівняння 
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, і попередня система набуває такого вигляду 
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 — цілі невід’ємні, то простий перебір для другого рівняння системи дає рівно два можливих розв’язки: 
[image: image109.wmf]3

,

0

1

=

=

m

k

 або 
[image: image110.wmf]2

,

1

1

=

=

m

k

, з урахування першого рівняння залишається єдиний можливий розв’язок: 
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Залишається розглянути випадки, що оговорені на початку розв’язку.
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, що суперечить міркуванням парності при натуральних 
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. Розглянемо ці рівняння за модулем 
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9.1. (Анікушин Андрій) Відомо, що 
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Відповідь: 
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Розв’язання. Графіком рівняння 
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 є квадрат, графіком рівняння 
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 відповідає положенню квадрата, яке має з колом єдину спільну точку 
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Тому для найменшого значення очевидно, що 
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Для найбільшого значення розглянемо точку 
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9.2. (Рубльов Богдан) За один крок дозволяється замінити трійку чисел 
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Чи можливо за скінченну кількість кроків з трійки 
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Відповідь: в обох пунктах не можна. 

Розв’язання. а) При такому перетворенні сума квадратів елементів множини за кожний крок збільшується в 
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 рази, тому на кожному кроці 
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б) Легко побачити, що фактично з трійки 
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 ми будуємо трійку чисел, які виражають подвоєні довжини медіан трикутника з такими сторонами. Добре відомо, що з медіан так само завжди можна побудувати трикутник. Але з трикутника із сторонами 
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9.3. (Петровський Дмитро) Доведіть, що для довільних додатних дійсних чисел 
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Розв’язання. З нерівності Коші — Буняковського для наборів 
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 (тут ми скористаємось наведеною нерівністю) 
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Розглянемо гострокутний 
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 (рис.6) буде максимальним (мінімальним) одночасно з максимумом (мінімумом) виразу 
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10.2. (Жидков Сергій) На продовженні сторони 
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10.3. (Крижанівський Олег) Розглянемо усі можливі послідовності 
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б) більше, ніж 
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Розв’язання. а) Спочатку побудуємо різні 
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Позначимо кількість гарних послідовностей довжини 
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Тепер достатньо обчислити кількість послідовностей при малих значеннях 
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З цих гарних послідовностей одна закінчується на 
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10.4. (Рубльов Богдан) Розглянемо усі зростаючі геометричні прогресії. Серед них виберемо такі, які мають максимальну кількість 
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Відповідь: 
[image: image409.wmf]11

.
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З доведеного випливає, що раціональними членами обраної геометричної прогресії можуть бути лише члени такого набору: 
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Серед усіх прогресій з цілими знаменниками найбільший перетин з 
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 очевидно має прогресія 
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11.1. (Маліцький Юрій) При яких значеннях параметра 
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 має єдиний розв’язок? Знайти цей розв’язок. 
Відповідь: 
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 зображено на рис.8. Зрозуміло, що рівняння 
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Таким чином для нашого рівняння повинні виконуватись одночасно такі умови 
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11.2. (Рубльов Б., Торба С.) Знайдіть усі функції 
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Відповідь: 
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Розв’язання. Зробимо підстановку 
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Зробимо підстановку 
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11.3. (Шепельська Варвара) Дано трикутник 
[image: image504.wmf]ABC
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Розв’язання. Розглянемо сторону 
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11.4. (Петровський Дмитро) Знайти кількість розв’язків у натуральних числах рівняння
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, яка за теоремою Вієта є раціональною. 

	м. Дніпропетровськ

25 березня 2008 року
	
	На виконання завдання відводиться 4 години

Кожна задача оцінюється в 7 балів

Користування будь-якими електронними засобами забороняється

	

	Результати, умови, перебіг подій олімпіади можна буде знайти в Інтернеті за адресою:

www.matholymp.kiev.ua або www.matholymp.org.ua


� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





Рис.10
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Рис.3
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Рис.4
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Рис.1
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Рис.2
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Рис.6
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Рис.7
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Рис.5
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