Київські відбори. Розв’язки задач

3 тур

11 клас

1. Послідовність цілих чисел 
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 задано такими співвідношеннями:
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Знайдіть усі натуральні n, для яких 
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Відповідь: 
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Розв’язання. Визначимо для деякого фіксованого цілого x таку послідовність: 


[image: image8.wmf]n

n

n

a

x

a

x

b

+

=

+

1

)

(

, 
[image: image9.wmf]0

n

³

.

Будемо шукати усі 
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, для яких 
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. Для довільного натурального k 
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тобто 
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[image: image14.wmf](

)

(

)

)

(

),

(

)

(

),

(

1

1

x

b

x

b

x

b

x

b

k

k

k

k

-

+

=

.

Звідси, підставивши 
[image: image15.wmf]n
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, матимемо:
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Отже, найбільший спільний дільник буде відмінним від одиниці тоді й лише тоді, коли 
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, тобто коли 
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2. На площині задано скінченну множину точок S. Відомо, що в S є не менше ніж три точки, а також що будь-які три точки з S можна покрити смугою ширини 1. Доведіть, що всі точки множини S можна покрити однією смугою ширини 2.
[image: image254.wmf]B

Смугою ширини l ми називаємо множину точок між паралельними прямими, які розташовані на відстані l. При цьому вважаємо, що самі обмежувальні прямі теж належать до смуги.
Розв’язання. Доведімо спершу таку лему.
Лема. Якщо трикутник можна покрити смугою ширини 1, то принаймні одна з його висот не більша за 1.
Доведення. Нехай 
[image: image20.wmf]ABC
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 покритий смугою ширини 1, що обмежена прямими m та n. Спроектуємо вершини трикутника на одну з цих прямих, тобто проведемо через вершини прямі, перпендикулярні до m та n, та позначимо точки перетину проведених перпендикулярів зі, скажімо, прямою n (рис. 1). Проекція однієї з вершин лежатиме між двома іншими проекціями (або збігатиметься з однією з них). Без втрати загальності вважатимемо, що такою є проекція вершини A. Це означає, що пряма, яка проходить через вершину A і перпендикулярна до m та n, перетинає сторону BC у деякій точці F. Нехай AE — висота 
[image: image21.wmf]ABC
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, що виходить з вершини A. Довжина AF не перевищує 1, адже лежить на відрізку довжини 1, перпендикулярному до меж смуги. Але тоді 
[image: image22.wmf]1
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, оскільки висота AE — найкоротший відрізок між точкою A та прямою BC — не може бути довшим за AF.
Лему доведено.
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З усіх пар точок множини S виберемо такі дві точки A та B, відстань між якими найбільша. На відстані 1 від прямої AB з обох боків від неї проведемо паралельні до AB прямі m та n. Ці прямі й утворять шукану смугу ширини 2. Справді, нехай це не так, і деяка точка 
[image: image23.wmf]CS
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 лежить поза смугою (рис. 2). Сторона AB у трикутнику ABC за побудовою найбільша, а тому висота, що виходить із C, — найменша. Але тоді ця висота, враховуючи, що 
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 можна покрити смугою ширини 1, не перевищує 1. Це суперечить припущенню, що C лежить поза смугою.
3. Нехай a, b, c — цілі числа, причому c — непарне. Рівняння 
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 має корені 
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 — ціле, а 
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Розв’язання. Запишемо теорему Вієта:
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Звідси, а також з умови задачі, дістаємо таку рівність:
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Очевидно, що 
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, бо інакше 
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 — парне. Тоді, враховуючи співвідношення 
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 EMBED Equation.3  [image: image38.wmf]3

()

c

a

abgbga

++=-

 
[image: image39.wmf]Þ

 
[image: image40.wmf]4

0

bc

aa

--=

.

Але 
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Зауважимо, що 
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, оскільки така різниця є непарним числом. Тож і 
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Таким чином, 
[image: image52.wmf]a

 — раціональне число. Кожен раціональний корінь рівняння з цілими коефіцієнтами і старшим коефіцієнтом 1 є цілим, тому 
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 — ціле. При цьому 
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Припустімо тепер, що 
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 — раціональне і, з тих самих міркувань, що й раніше, — ціле. Тоді з рівності 
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 і парності числа a випливає, що 
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 також парне. Звідси число 
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 має бути парним, що суперечить умові задачі. 
4. У трикутнику ABC проведено бісектриси 
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 коло в точках 
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 відповідно. Прямі 
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 перетинаються в точці X. Нехай також 
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Розв’язання. Якби точки 
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 збігалися, це означало б, що, наприклад, 
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Нехай 
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AA

 — третя бісектриса трикутника, і вона перетинає описане коло в точці 
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 (рис. 3).

До шестикутника із самоперетинами 
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 застосуймо теорему Паскаля: точки 
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Тепер застосуймо теорему Дезарга до трикутників 
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 лежать на одній прямій. Тому трикутники 
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Залишається згадати, що 
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1. Задача № 1 за 11-й клас.

2. Доведіть, що для заданих різних натуральних чисел a та b система рівнянь
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має скінченну кількість розв’язків у цілих числах 
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Розв’язання. Знайдемо спочатку суму, а потім різницю рівнянь системи:
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Перемноживши отримані рівності, матимемо:
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Звідси випливає, що 
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Але це означає, що всі чотири числа x, y, z, w за модулем не перевищують, наприклад, числа 
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Лишається зауважити, що позаяк кожне з чисел x, y, z, w може набувати лише скінченної кількості значень, кількість четвірок 
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3. Задача № 2 за 11-й клас.

4. На стороні BC паралелограма ABCD з гострим кутом A вибрано точку T таким чином, що 
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. Доведіть, що центри описаних кіл трикутників ABT, ADT та CDT утворюють трикутник, ортоцентр якого лежить на відрізку AD.
Розв’язання. Нехай точки 
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 — центри описаних кіл трикутників ABT, ADT та CDT відповідно (рис. 4). За побудовою точки 
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 лежать на серединному перпендикулярі до AT, а 
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 тупий), але 
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 обов’язково лежить усередині трикутника 
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Ще раз скориставшись тим, що 
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 можна описати коло, яке позначимо через 
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 симетричне до 
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 відносно прямої 
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 симетричне до 
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 відносно прямої 
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Відомий факт про те, що ортоцентр трикутника, відображений відносно довільної сторони, лежить на описаному колі цього трикутника, можна переформулювати так: якщо коло, описане навколо трикутника, відобразити відносно довільної його сторони, воно пройде через ортоцентр трикутника. Це означає, що ортоцентр трикутника 
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Нехай 
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9 клас

1. Чи існують натуральні a, b, c, такі що 
[image: image177.wmf]НСД(,,)1
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 і квадрат кожного з трьох чисел ділиться на суму інших двох чисел?
Відповідь: не існують.
Розв’язання. Припустимо, що такі натуральні числа a, b, c існують. Покажемо спершу, що числа 
[image: image178.wmf]ab
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, 
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 та 
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 будуть у такому випадку попарно взаємно простими. Справді, нехай, скажімо, 
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 і 
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+

M

, де p — деяке просте число. Тоді 
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 і 
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, звідки 
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M

 і 
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. У такому випадку 
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, що суперечить умові.
Тепер міркуватимемо так: 
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, тому 
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. Тому 
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, звідки 
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. З іншого ж боку, з умови задачі очевидним чином випливає, що 
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, а тому 
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Одержана суперечність завершує доведення.
2. Задача № 2 за 10-й клас.

3. На столі лежать n камінців, кожен з яких пофарбований у білий або в чорний колір. Біля столу стоїть 
[image: image198.wmf]1
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 гном, причому k-й гном, 
[image: image199.wmf]11
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, може робити з камінцями такі операції: вибирати довільні k камінців і перефарбовувати їх у протилежний колір (білі камінці гном перефарбовує в чорний колір, а чорні — в білий). Для яких значень 
[image: image200.wmf]3
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 незалежно від початкового розфарбування камінців кожен гном самостійно зможе зробити так, щоб усі камінці стали одного кольору?
Відповідь: для непарних n.

Розв’язання. Спочатку покажемо, що парні n не задовольняють умови. Справді, нехай n — парне і в чорний колір пофарбовано рівно один камінець. Незалежно від того, як ходитиме другий гном, після його ходів кількість чорних камінців завжди лишатиметься непарною, тобто не зможе стати рівною ані n, ані 0. Отже, для такого розфарбування принаймні один гном (другий) не зможе досягти бажаного результату.

Хай тепер n непарне. Візьмемо k-го гнома. Без втрати загальності можемо вважати, що 
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: з погляду задачі перефарбувати деякі k камінців — це те саме, що перефарбувати інші 
[image: image202.wmf]nk
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 камінців, а якщо 
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, то 
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]

2

n

nk

-£

. Спершу k-й гном має зробити так, щоб кількість або білих, або чорних камінців на столі стала меншою від k і при цьому парною. Спосіб, у який гном може досягти цього, залежить від парності його номера k.
Якщо число k парне, гном вибирає той колір, у який початково пофарбовано парну кількість камінців (а такий колір є, оскільки сума кількостей білих та чорних камінців дорівнює непарному числу n). Гном перефарбовує камінці вибраного кольору, поки їх не зостанеться менше від k. На кожному кроці, зокрема й після всіх операцій, парність кількості камінців відповідного кольору зберігається.
Якщо ж число k непарне, гном вибирає довільний колір і перефарбовує всі камінці цього кольору, поки їх не стане менше за k. Якщо кінцева кількість камінців даного кольору p не буде парною відразу, він додатково перефарбує їх, а також 
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 камінців іншого кольору, внаслідок чого матиме парну кількість 
[image: image206.wmf]kpk
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 камінців вибраного кольору.
Нехай після вказаних операцій кількість камінців одного з кольорів дорівнює парному числу p, яке є меншим від k. Без втрати загальності вважатимемо, що це є кількість білих камінців. Якщо 
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, мети досягнуто. Інакше гном проведе дві додаткові операції: перефарбує в чорний колір 
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 білих камінців і в білий колір 
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 чорних камінців, а потім перефарбує чорним кольором решту 
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 первісно білих камінців і перефарбує назад ті [image: image211.wmf]2
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 білих камінців, які до попереднього кроку були чорними. Операції визначені коректно, бо 
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. Після операцій гнома всі камінці стали чорними.
4. Задача № 4 за 10-й клас.

8 клас

1. Відомо, що натуральні числа a, b, c, d задовольняють умову:
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Знайдіть значення виразу 
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Відповідь: 1.
Розв’язання. Доведімо, що зі співвідношень, заданих в умові, випливають такі рівності: 
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 та 
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. Із цього випливатиме, що шукане значення виразу дорівнює 1:
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Нехай 
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Можливі два випадки. Якщо 
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, то відразу 
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, звідки, з огляду на те, що a, b, c й d натуральні, 
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2. Задача № 1 за 9-й клас.
3. Задача № 3 за 9-й клас.
4. Нехай 
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 — гострокутний трикутник, 
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 — точки, симетричні точкам B і C відносно прямих AC та AB відповідно, P — відмінна від A точка перетину кіл, описаних навколо 
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. Доведіть, що центр описаного навколо 
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 кола лежить на прямій AP.
Розв’язання. Нехай 
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 — центри кіл, що описані навколо 
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, а M і N — середини сторін AB та AC відповідно (рис. 5). Точки 
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 лежать на прямих AC й AB, оскільки ці прямі є осями симетрії відповідних трикутників. Відрізок AB є хордою кола з центром у точці [image: image244.wmf]1
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, тому 
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 — точка перетину серединних перпендикулярів до сторін трикутника ABC, тобто центр описаного навколо нього кола. Водночас точка O є ортоцентром 
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. Відрізок AP — спільна хорда двох кіл із центрами в точках 
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. Отже, на прямій AP лежить висота 
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, а тому й ортоцентр O цього трикутника, який збігається з центром описаного кола 
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Рис. 2
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Рис. 3
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Рис. 4
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Рис. 5
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