Розв’язки і вказівки
7.1. Позначимо швидкості автомобіля, мотоцикліста, велосипедиста і пішохода через 
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 відповідно, відстань між 
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 через 
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. Складаємо таку систему рівнянь: 
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 Звідси 
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 Нехай 
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 - час зустрічі мотоцикліста і велосипедиста. Тоді 
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. Враховуючи попередні рівності отримаємо: 
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7.2. Будь-яке число яке не починається на 5 менше за 53241. Таких чисел 4(4(3(2(1=96. Всі числа у яких перша цифра 5, а друга цифра 1 або 2 теж менші за 53241. Таких чисел 2(3(2(1=12. Але числа 53124, 53142, 53214 теж менші за 53241. Інших чисел , які записані за допомогою цифр 1,2,3,4,5 та менших за дане число немає. Отже число 53241 стоїть на 112-му місці.

Відповідь: число 53241 стоїть на 112-му місці.

7.3. Нехай спочатку коники-стрибунці сидять у вершинах квадрата 
[image: image9.wmf](0;0)

, (0;1), (1;1), (1;0)  координатної площини. Тоді при симетричних відображеннях (стрибках) вони завжди будуть потрапляти у точки з цілочисельними координатами – в точки решітки породженої вихідним одиничним квадратом. Дійсно, точка, симетрична 
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 відносно 
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 має координати 
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Помітимо, що ті ж міркування можна використовувати, розглядаючи послідовність стрибків «з кінця»: адже обернене перетворення до стрибка – також стрибок. Таким чином, якби в якийсь момент коники-стрибунці потрапили у вершини квадрата зі стороною 
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, то в попередні моменти вони повинні були б знаходитись в точках решітки породженої даним квадратом. Але вершини одиничного квадрата не лежать на такій решітці (принаймні тому, що відстань між будь-якими двома точками не менше 
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7.4. а) Якщо він набере товарів на суму 
[image: image15.wmf]600
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 грн., то він повинен буде сплатити на 10% менше, ніж коштує цей товар. Тобто він максимум може придбати товару на суму 
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б) Проводячи аналогічні міркування, матимемо, що покупець повинен скористатись знижкою, але не вистачає її на усі 10%, тому він одержує знижку 4% на усі суму, тобто 
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8.1. Якщо a, b, c, d – непарні, число 
[image: image22.wmf]1998
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 також непарне. Спочатку на дошці було записано п’ять непарних, отже, після кожного кроку має залишатися п’ять непарних чисел. Оскільки число 2006 – парне, вказана п’ятірка на дошці утворитися не може.

8.2. Виберемо на відрізку OD точку F таку, що BO=FD. Тоді 
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 за двома сторонами і кутом між ними, тому 
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Оскільки 
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, то з умови випливає, що 
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, тобто трикутник OCF – рівносторонній. Тому 
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8.3. 1)   
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, даний вираз розташований між двома квадратами сусідніх  чисел, тому він  не є квадратом  числа.

8.4.. Підказка. Очевидно, хєZ, оскільки зліва при довільному х маємо ціле число. Отже, задача зводиться до знаходження цілочисельних розв’язків рівняння 
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8.5. Маємо рівняння 
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 - кількість послідовних натуральних чисел, 
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 - найменше з них. Далі проводимо міркування пов’язані з парністю.
9.1. Дані в умові числа – рівні. Доведемо рівність чисел 
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. Для цього піднесемо обидві частини рівності до квадрату (так як вони більші нуля).

9.2. Відмітимо точки 
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 і  
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 - середини сторін 
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 відповідно. Тоді точки 
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 лежать на прямій 
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 подібні, трикутники 
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 також. З цього випливає, що 
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 дійсно перпендикулярні.

9.3.  Добуток  чисел 
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 являється парним, так як принаймні одне з них парне (якби кожне з цих чисел було непарним, то непарною була б їх сума рівна 
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9.4. 
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 - корінь. Доводимо, що 
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 не задовольняє рівняння. Якщо 
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, тоді 
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. Наше рівняння при цьому має вигляд: 
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 (задовольняє рівняння). Відповідь: 
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9.5. Розглянемо все можливі пари одноколірних клітинок розміщених в одному стовпчику (нехай стовпчики мають висоту 4, а рядки - довжину 7 ). В кожному стовпчику міститься не менше двох таких пар, а це означає, що на дошці їх принаймні 14. Звідси випливає, що існує колір, що має не менше 7 розглядуваних пар. Так, як кількість варіантів розміщення пари клітинок в стовпчику дорівнює 6, то існує два стовпця з однаково розміщеними парами, що й треба було довести.

10.1. Помічаємо, що 
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 і 
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 повинні мати один і той самий знак. Нехай вони всі – додатні. Тоді за нерівністю Коші: 
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. З рівнянь системи отримуємо 
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. Звідси коренями є трійки 
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. Перевірка  показує, що всі отримані корені є розв’язками системи.

10.2. Спочатку необхідно довести допоміжну лему: 
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, що виконується для всіх додатних 
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. Помножимо обидві частини нерівності на вираз 
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Застосувавши доведену нерівність до кожного доданку лівої частини нерівності маємо: 
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10.3. Вказівка.: Можна доводити або векторним, або координатним методом.
10.4.  В рівняння 
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 почергово підставляємо змінні вигляду 
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Помножимо кожне рівняння на відповідну степінь двійки і додамо.
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Спрямовуємо 
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 до нескінченості і використовуємо обмеженість функції в точці 0 маємо 
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Зауваження: Розв’язання рівняння методом невизначених коефіцієнтів, в якому не доведено відсутність інших розв’язків оцінувалось як неповне.  

Розв’язок рівняння можна виконати у вигляді многочлена другого степеня з невизначеними коефіцієнтами: 
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 і рівняння приймає вигляд: 
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. Прирівнюючи коефіцієнти при відповідних степенях маємо: 
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Отже 
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10.5. Кожний із 26-ти одиничних кубиків відмінних від центрального будемо вважати або чорним, або білим в шаховому порядку: 12 кубиків, що мають рівно по дві грані на поверхні великого куба назвемо білими, а інші 14 – чорними. Очевидно в будь-якій парі сусідніх кубиків, один кубик – білий, інший –чорний. Розфарбовані 26 кубиків мишка з’їсти не може, так як в протилежному випадку їх можна було б розбити на 13 пар, кожна з яких складалась би з білого і чорного кольору, а тоді б кубиків різних кольорів було б порівну.

11.1.Занумеруємо горизонталі дошки знизу вверх числами 0,1,...,7 і вертикалі дошки зліва направо тими ж числами. Кожній клітинці дошки поставимо у відповідність суму номерів вертикалі і горизонталі на перетині яких ця клітинка знаходиться. ”Дельфін” починає свій шлях в клітинці з номером “0”, якій відповідає число 0. На кожному ходу “дельфіна” число А, що відповідає клітинці на якій він знаходиться, чи збільшується на 1, чи зменшується на 2, тому залишок від ділення на 3 числа А змінюється в наступній послідовності: 0, 1,2,0,1,2,... Припустимо, що “дельфін” обійшов всю дошку, побувавши в кожній клітинці рівно 1 раз. Розіб’ємо залишені після відкидання 63 клітинки на 21 трійку, що йдуть підряд по ходу “дельфіна”. Тоді в кожній трійці рівно одній клітинці відповідає число, що кратне 3-м. Але таких клітинок лише 20 (в цьому не важко переконатись, зафарбувавши їх одним кольором і підрахувавши їх кількість). Отримане протиріччя показує, що “дельфін” не може обійти всю дошку.

11.2. Вказівка: З трикутника 
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 аналітично визначаємо кут 
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11.3. 1)Покажемо, що функція, яка задовольняє умову є однозначною. 

Нехай 
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Підставивши 
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Тоді 
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Дійсно, покладемо 
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, отримаємо:
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Використавши пункт 1), а саме однозначність функції 
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2) Залишилось довести, що 
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. Покладемо у рівняння умови 
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 отримаємо рівняння: 
[image: image159.wmf](()(0))(())(0)((0))2(0)

fxfxfffxxfffxf

++=++-=+

. У отриманому рівнянні замінимо 
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Отже, 
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11.4.Розглянемо функцію Q(x)=P(x)‑P(x‑1). Вона є многочленом, причому для будь-якого натурального n>1 вірно Q(n)=R(n), де R(x)=x2006 – многочлен. Якщо многочлени співпадають у нескінченній кількості точок, вони співпадають для всіх значень змінної. Тому для всіх х: Q(x)=x2006.

Для цілих невід’ємних n: P(1)‑P(‑n)=(P(1)-P(0))+...+(P(‑n+1)-P(‑n))=Q(1)+Q(0)+...+Q(‑n+1). Тому P(‑n)=P(1)-(Q(1)+Q(0)+...+Q(‑n+1))=1-(12006+02006+...+(‑n+1)2006)=‑((‑1)2006+...+(‑n+1)2006). Оскільки 2006 – парне число, то P(‑n)=‑((‑1)2006+...+(‑n+1)2006)=‑(12006+...+(n‑1)2006)=‑P(n-1).

Отже, для всіх натуральних n: P(n)+P(‑(n+1))=P(n)-P((n+1)-1)=P(n)-P(n)=0. А оскільки функція S(x)=P(x)+P(‑(x+1)) є многочленом, то S(x)=0 для всіх x. У тому числі, і для x=-0,5. А тоді 0=S(-0,5)=P(-0,5)+P(‑(‑0,5+1))=2P(-0,5), тобто P(-0,5)=0.

11.5. Перше рівняння системи еквівалентне рівності 
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. Функція 
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 монотонно спадає на області визначення (легко перевірити за допомогою похідної). Тому з записаної рівності маємо 
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. Підставивши отримане значення в друге рівняння та здійснивши елементарні перетворення, отримаємо: 
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 . Врахувавши, що 
[image: image169.wmf][

]

11

x;

Î-

, отримаємо відповідь: 
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