8-Й КИЇВСЬКИЙ ТУРНІР МАТЕМАТИЧНИХ БОЇВ 

ІМЕНІ ЛЕСІ РУБЛЬОВОЇ

Математичний бій № 3
Умови та розв’язання 

Старша ліга

Група «А»
1. Знайдіть усі функції 
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, які для будь-яких дійсних x, y, z задовольняють умову:
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Відповідь: 
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Розв’язання. Підставивши в задане рівняння 
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 та 
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, одержимо рівність 
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, звідки 
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. Повернімося до початкової рівності й підставмо в неї 
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. Тоді, враховуючи, що 
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, справедливою є тотожність:
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Підставивши в неї 
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, дістанемо: 
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Тепер маємо розглянути два можливих випадки: коли існує таке число 
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, що 
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, і коли 
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 для всіх 
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. У першому випадку нехай 
[image: image18.wmf]0

y

¹

 — таке число, що 
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. Тоді підставмо його, а також значення 
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, в (1): 
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Для кожного 
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 можемо підставити в (1) значення 
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Таким чином, 
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 для всіх 
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, адже кожне додатне число t можна подати як 
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 для деякого ненульового z. 
Припустімо, що 
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 для деякого 
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. У такому випадку можемо покласти 
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 і скористатися рівністю (1):
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 (бо 
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),
що призводить до суперечності. 
Таким чином, 
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 для додатних і від’ємних t, а також, як було показано раніше, для 
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, тобто 
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. Легко переконатися, що ця функція справді задовольняє умову задачі.
Розберімо тепер другий можливий варіант. Нехай 
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. Для довільного 
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 можемо покласти тоді 
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 та підставити ці значення в рівняння, задане в умові задачі: 
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Оскільки рівність 
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 справджується також і для 
[image: image53.wmf]0

t

=

 (бо 
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), шукана функція f — адитивна. Зокрема, ця функція непарна:
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Припустимо, що для деяких дійсних чисел u та v справджується рівність 
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Отже, функція f ін’єктивна. Нарешті, тепер із (2) для довільного 
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 маємо:
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Ця ж рівність справедлива і для 
[image: image70.wmf]0

z

=

, тож 
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. Легко пересвідчитись, що й така функція задовольняє умову задачі, а отже є її другим розв’язком.
2. Знайдіть усі значення сталої C такі, що для довільних додатних чисел 
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Відповідь: 
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Розв’язання. Підставивши 
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, дістанемо, що 
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, звідки 
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Нехай тепер 
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. Покажемо, що в цьому випадку нерівність з умови справджується. Без втрати загальності можемо вважати, що числа 
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 впорядковані за зростанням. Тоді за зростанням впорядковані й набори чисел 
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. Тож можемо записати для них нерівність Чебишова для сум:
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звідки
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А вважаючи на нерівність між середнім арифметичним та середнім геометричним 
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, можемо переписати останню нерівність так:
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Залишається використати нерівність між середнім степеневим та середнім арифметичним чисел 
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У підсумку маємо:
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3. Усередині трикутника ABC вибрано точку P. Прямі PA, PB й PC перетинають сторони BC, CA й AB трикутника у точках 
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 та 
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 відповідно. Доведіть, що рівність 
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справджується тоді й лише тоді, коли принаймні два з трьох трикутників PAB, PBC та PCA мають однакову площу.
[image: image423.wmf]A
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Розв’язання. Нехай два з трьох трикутників PAB, PBC та PCA мають однакову площу. Хай, без втрати загальності, це трикутники PAB та PBC. Тоді 
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, звідки 
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, тобто 
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 — медіана трикутника. Якщо, навпаки, 
[image: image100.wmf]BB

¢

 — медіана, то 
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. Таким чином, нам потрібно довести, що рівність 
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 справджується тоді й лише тоді, коли один із відрізків 
[image: image103.wmf],
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 та 
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 — медіана трикутника ABC.
Позначмо сторони BC, AC та AB трикутника через a, b та c. Нехай, крім того, 
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. Тоді задана рівність набуває вигляду
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Із теореми Чеви можемо записати:
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Остання рівність, як і сама теорема Чеви, виконується для будь-якого трикутника та для довільної точки P всередині нього. Тож можемо записати ланцюжок рівносильних тверджень:
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Остання рівність справджується, очевидно, тоді й лише тоді, коли принаймні одна з чевіан 
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 є медіаною.
4. У гострокутному нерівносторонньому трикутнику ABC точка V — ортоцентр, O — центр описаного кола, CP — висота, D — точка перетину прямої CO з відрізком AB, E — середина відрізка CD. Доведіть, що пряма PE проходить через середину відрізка VO.

Розв’язання. Якщо 
[image: image129.wmf]ACBC
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, то всі чотири точки E, P, V, O лежать на висоті CP трикутника, а отже твердження задачі справджується.

Нехай тепер 
[image: image130.wmf]ACBC
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. Продовжимо висоту CP до перетину з описаним колом у точці 
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 (рис. 2). Дещо згодом ми використаємо відомий факт, що 
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Точка E — середина гіпотенузи прямокутного трикутника CPD, тому 
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 — рівнобедрений. Рівнобедреним є також і трикутник 
[image: image135.wmf]COV
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, оскільки OC та 
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 — радіуси описаного навколо трикутника ABC кола. З огляду на розташування трикутників CEP й 
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 і те, що вони мають спільний кут, ці трикутники є гомотетичними. А тоді 
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. Звідси, враховуючи, що P — середина 
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, PE — пряма, що містить середню лінію 
[image: image140.wmf]OVV
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. Отже ця пряма проходить через середину сторони VO.
5. Знайти всі трійки цілих чисел a, b, c, які задовольняють умови:

· 
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· рівняння 
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 має три цілі ненульові корені (можливо, не всі різні).

Відповідь: 
[image: image143.wmf](
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Розв’язання. Скористаймося тим, що число 2011 — просте. Для простого числа p розгляньмо рівняння 
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 за умови, що 
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 — корені цього рівняння. Тоді з теореми Вієта маємо:
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Звідси виведемо: 
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Якщо корені рівняння 
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 ненульові, то жоден із множників 
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 у лівій частині рівності 
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 не може дорівнювати 
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, а тому рівність можлива, лише коли два із цих трьох множників дорівнюють 1, а третій дорівнює 
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, тобто коли 
[image: image157.wmf]12

2

xx

==

 та 
[image: image158.wmf]3
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 з точністю до перестановок індексів. Звідси одержуємо умови для знаходження значень a, b та c:

[image: image159.wmf]123

5,

a

p

xxxp

++=-=-

 
[image: image160.wmf]122331

4(2),

b

p

xxxxxxp

++=-=

 
[image: image161.wmf]123

4(1).

c

p

xxxp

=-=-


Тож трійка (a, b, c) повинна мати такий вигляд: 
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З іншого боку, неважко переконатися, що така трійка справді задовольняє умову задачі. Сума чисел трійки дорівнює 
[image: image163.wmf](1)
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 має три цілі ненульові корені 
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 та 
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, що випливає з теореми, оберненої до теореми Вієта.
6. Цілі числа a, b, c задовольняють умову:
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Доведіть, що добуток abc є кубом цілого числа.
Розв’язання. Спершу зауважимо, що 
[image: image168.wmf],,0
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. Можемо вважати, що нема такого більшого за 1 числа, на яке ділилися б водночас усі три числа a, b та c. Якщо таке число є, тобто 
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, розглянемо замість трійки a, b, c числа 
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. Ці числа, своєю чергою, вже взаємно прості, причому
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Якщо ми доведемо, що 
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, то звідси випливатиме, що точним кубом є й добуток abc: 
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Перепишімо тепер рівняння з умови як 
[image: image177.wmf]222
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 і розгляньмо довільне просте число p, на яке ділиться добуток abc. Якщо 
[image: image178.wmf]abcp
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, то на p ділиться хоча б одне з чисел a, b, c, скажімо, число a. Тоді принаймні одне з чисел b та c також ділиться на p, бо 
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. З іншого боку, усі три числа a, b та c ділитися на p не можуть з огляду на зроблене вище припущення. Тому на p ділиться рівно одне з чисел b та c. Нехай, без обмеження загальності, 
[image: image180.wmf]bp
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. Тепер можемо ввести позначення: 
[image: image181.wmf],
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 Підставмо це в рівняння: 
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Якщо 
[image: image189.wmf]2

ab

>

, то останню рівність можна скоротити на 
[image: image190.wmf]p

b

; дістанемо співвідношення: 
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Звідси випливає, що 
[image: image192.wmf]2

BCp

M

, оскільки решта членів діляться на p. Але ні B, ні C на p не діляться. Суперечність.
Якщо 
[image: image193.wmf]2
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, то скоротимо натомість на 
[image: image194.wmf]2
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Звідси випливало б, що 
[image: image196.wmf]2
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, оскільки 
[image: image197.wmf]220,
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 і всі члени рівняння, крім 
[image: image198.wmf]2

CA

, точно діляться на p. Але ні C, ні A на p не діляться. Суперечність.
Таким чином, 
[image: image199.wmf]2

ab
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. Це означає, що 
[image: image200.wmf]3
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, тобто довільне просте число p входить у розклад добутку abc у степені, кратному трьом.
Тоді 
[image: image201.wmf]1212
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 — точний куб.
7. На дошці записано декілька натуральних чисел від 1 до 7, при цьому деякі числа можуть бути рівними. За один хід дозволено вибрати кілька попарно різних чисел, записаних на дошці, витерти їх, але після цього дописати на дошку всі числа від 1 до 7, яких серед витертих чисел не було. Наприклад, можна витерти числа 1, 3, 5 і 7, а замість них записати три числа 2, 4 та 6; якщо витерто лише число 1, замість нього слід записати 2, 3, 4, 5, 6 і 7; набір чисел 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 можна витерти з дошки, не дописуючи потім жодних чисел.

Відомо, що після кількох таких ходів на дошці виявилось записаним єдине число. Доведіть, що значення цього числа не залежить від того, які ходи і в якому порядку було здійснено.
Розв’язання. Нехай кількість чисел k на дошці дорівнює 
[image: image202.wmf],
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[image: image203.wmf]0,
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[image: image204.wmf]1,2,...,7.
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 Після одного ходу кожна величина k від 1 до 7 або витирається з дошки, або дописується на дошку, тобто значення 
[image: image205.wmf]k
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 або зменшується, або збільшується на 1. Таким чином, за один хід парність кожного з чисел 
[image: image206.wmf]k
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 змінюється. Якщо деяка послідовність ходів привела до ситуації, коли рівно одна з кількостей 
[image: image207.wmf],
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[image: image208.wmf]1,2,...,7,
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 непарна (і дорівнює 1) а решта — парні (й дорівнюють 0), то й на початку серед усіх кількостей 
[image: image209.wmf]k
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 була одна, парність якої відрізнялася від парності решти кількостей. Відповідне значення k буде записаним на дошці після будь-якого набору ходів, що залишають на дошці єдине число.
8. Є дошка 
[image: image210.wmf]nn
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, що складається з полів — одиничних клітинок. На одному з полів дошки стоїть пішак. Він може рухатися в межах дошки за такими правилами: якщо пішак стоїть у деякій клітинці k-го стовпчика, він може походити в довільну клітинку k-го рядка. Показати, що існує послідовність із 
[image: image211.wmf]2
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 ходів пішака, протягом яких він побуває на кожному полі рівно 1 раз, а після останнього ходу повернеться у свою початкову позицію.
Розв’язання. Позначмо одиничний квадрат, що стоїть на перетині i-го рядка та j-го стовпчика дошки, через (i, j). Хід із клітинки (i, k) k-го стовпчика в клітинку (k, t) k-го рядка будемо позначати стрілкою: 
[image: image212.wmf](,)(,).
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Доведемо твердження задачі методом математичної індукції. База індукції для 
[image: image213.wmf]1
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 очевидна: пішаку досить зробити єдиний можливий хід 
[image: image214.wmf](1,1)(1,1).
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Нехай для квадрата 
[image: image215.wmf]nn
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 твердження задачі доведене. Розгляньмо квадрат 
[image: image216.wmf](1)(1)
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. Позначимо через A квадрат 
[image: image217.wmf]nn
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, утворений клітинками (i, j) квадрата 
[image: image218.wmf](1)(1)
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 такими, що 
[image: image219.wmf],
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. Без втрати загальності можемо вважати, що пішак починає свій рух із квадрата A. Згідно з припущенням індукції існує маршрут пішака всередині квадрата A такий, що проходить через кожну клітинку цього квадрата рівно раз і повертає пішак у його початкове розташування. Нехай із поля (i, i), прямуючи цим маршрутом, пішак ходить у поле 
[image: image220.wmf](,)
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. Тоді для кожного 
[image: image221.wmf]1
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 замість кроку 
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 виконаємо в маршруті послідовність ходів
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А крок 
[image: image224.wmf](,)(,)
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 замінимо такою послідовністю ходів:
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У такий спосіб ми включили в початковий маршрут із 
[image: image226.wmf]2
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 кроків додаткову 
[image: image227.wmf]21
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 клітинку — усі поля дошки 
[image: image228.wmf](1)(1)
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, відсутні в квадраті A.
Старша ліга

Група «Б»
1. Знайдіть усі пари чисел a та b такі, що рівняння 
[image: image229.wmf]42
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 має 4 різні корені, які утворюють арифметичну прогресію, і до того ж хоча б один із них є також коренем рівняння 
[image: image230.wmf]2
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Відповідь: 
[image: image231.wmf]5
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 або 
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Розв’язання. Спершу зауважимо, що 
[image: image233.wmf]0
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, бо інакше перше рівняння з умови не могло б мати 4 різні корені. Нехай 
[image: image234.wmf]0
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 — спільний корінь рівнянь 
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 та 
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. Тоді 
[image: image237.wmf]0
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 є коренем також і різниці цих рівнянь, тобто задовольняє рівність 
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. Звідси 
[image: image239.wmf]0
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 або 
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Якщо підставити значення 
[image: image241.wmf]0
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 у будь-яке з двох рівнянь із умови, дістанемо, що 
[image: image242.wmf]1
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. Тоді перше рівняння з умови набуває вигляду 
[image: image243.wmf]42

0

xbx

+=

 
[image: image244.wmf]Û
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, тобто не може мати 4 різних корені. 

Отже, 
[image: image246.wmf]0
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. Підставивши таке значення в будь-яке з двох рівнянь з умови, одержимо, що 
[image: image247.wmf]12
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. Тоді перше рівняння можна переписати так: 
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Легко зрозуміти, що числа 1 та 
[image: image249.wmf]1
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 є коренями цього рівняння, тож можемо без зусиль розкласти його на множники:
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Рівняння 
[image: image251.wmf]2
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 повинно мати два корені; вони, очевидно, будуть протилежними числами. Позначмо їх як 
[image: image252.wmf],
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 Числа 1, 
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, c та 
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 мусять утворювати арифметичну прогресію. Можливі два випадки:
· 
[image: image256.wmf]01
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. У цьому випадку прогресія має вигляд 
[image: image257.wmf]1,,,1
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 (у такому або в оберненому порядку), звідси 
[image: image258.wmf]1

3

c

=

. Оскільки значення 
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 має бути коренем рівняння 
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, можемо знайти значення 
[image: image261.wmf]9
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 та 
[image: image262.wmf]5
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. Усі міркування легко відтворити в зворотному напрямку, звідки випливає, що пара 
[image: image263.wmf]9
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 справді задовольняє умову задачі.
· 
[image: image265.wmf]1.
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 У цьому випадку прогресія має вигляд 
[image: image266.wmf],1,1,

cc

--

, звідки 
[image: image267.wmf]3
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. Підставивши корінь 
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x

=

 у рівняння 
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, дістанемо що 
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. Пара 
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 також є розв’язком задачі.
2. Для додатного a відомо, що система рівнянь

[image: image274.wmf]14,
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має бодай один розв’язок у дійсних числах (x, y, z). Доведіть, що 
[image: image275.wmf]8.
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Розв’язання. Припустімо, 
[image: image276.wmf]8.
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 Тоді маємо:
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Одержана суперечність завершує доведення.
3. Задача № 3 старша ліга група «А».

4. У просторі задано площину 
[image: image278.wmf]a

 і точку 
[image: image279.wmf]P
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. Із P проводять три взаємно перпендикулярні промені, які перетинають площину 
[image: image280.wmf]a

 в точках A, B і С. Доведіть, що величина 
[image: image281.wmf]222
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 залежить лише від точки P, а не від вибору напряму променів PA, PB та PC.

Розв’язання. Уведімо в просторі декартову систему координат із початком координат у точці 
[image: image282.wmf](0,0,0)
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 й осями уздовж прямих PA, PB та PC. Нехай точки A, B й С мають координати 
[image: image283.wmf](,0,0),

a

 
[image: image284.wmf](0,,0)
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 та 
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 відповідно, 
[image: image286.wmf],,0
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. Тоді сума 
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, а площина 
[image: image288.wmf]a

, що містить точки A, B, C, визначається рівнянням 
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. Покажемо, що 
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, де h — відстань від точки P до площини 
[image: image291.wmf]a

, яка, очевидно, не залежить від вибору напрямку променів. Для доведення такої рівності можна скористатися формулою відстані від точки до площини. Ми ж підемо дещо іншим шляхом.

Нехай 
[image: image292.wmf]000
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 — довільна точка, що належить площині 
[image: image293.wmf]a

. Тоді 
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. З нерівності Коші — Буняковського
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З іншого боку, нерівність перетворюється на рівність, коли 
[image: image298.wmf](
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. Якщо 
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, точка 
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. Для цієї точки
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Таким чином, для кожної точки M площини 
[image: image302.wmf]a

 справедливим є співвідношення
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Звідси випливає, що H — основа перпендикуляра, опущеного з точки P на площину, а отже
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5. Задача № 5 старша ліга група «А».

6. Задача № 6 старша ліга група «А».

7. Задача № 7 старша ліга група «А».

8. Задача № 8 старша ліга група «А».

Старша ліга

Група «В»
[image: image425.wmf]B
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1. Задача № 1 старша ліга група «Б».

2. Задача № 2 старша ліга група «Б».

3. Опуклий п’ятикутник ABCDE задовольняє такі умови:

· трикутники ABC та AED рівнобедрені,
· 
[image: image305.wmf]90,
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· 
[image: image306.wmf].
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Знайдіть усі можливі величини кута 
[image: image307.wmf]CAD

Ð

, для яких із чотирьох однакових п’ятикутників, що збігаються з ABCDE, можна скласти опуклий шестикутник.
[image: image426.wmf]C

Відповідь: 
[image: image308.wmf]CAD
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 — довільний гострий кут. 

Розв’язання. З умов задачі випливає, що трикутники ABC та AED — рівні рівнобедрені прямокутні з гіпотенузами 
[image: image309.wmf]ACAD
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. Крім того, в рівнобедреному трикутнику CAD 
[image: image310.wmf].
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[image: image311.wmf]CAD
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 неодмінно має бути гострим, бо інакше 
[image: image312.wmf]904545180
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, і п’ятикутник ABCDE не опуклий. З іншого боку, для довільного гострого 
[image: image313.wmf]CAD

Ð

 із чотирьох п’ятикутників можливо скласти опуклий шестикутник, як це просять в умові. Покажемо, як це зробити.
Розташуймо заданий п’ятикутник ABCDE довільним чином. Далі, відобразивши його відносно сторони CD, домалюємо ще один п’ятикутник 
[image: image314.wmf]ABCDE
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 (рис. 4). У «пази» 
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 та 
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 вставимо ще по п’ятикутнику, як на рис. 4. «Пази» мають якраз потрібну градусну міру, адже сума кутів, приміром, навколо вершини C справді дорівнює 
[image: image317.wmf]360
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4. Задача № 4 старша ліга група «Б».

5. Для різних простих чисел p та q, більших за 2, доведіть нерівність:


[image: image320.wmf]4
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Розв’язання. З умов задачі виливає, що 
[image: image321.wmf]2.
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 Тоді:
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6. Задача № 6 старша ліга група «А».

7. Задача № 7 старша ліга група «А».

8. У таблиці 
[image: image323.wmf]33
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 розставлено додатні числа таким чином, що добуток чисел у будь-якому її рядку та в довільному її стовпчику дорівнює 1, а добуток чисел у будь-якому квадраті 
[image: image324.wmf]22
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 дорівнює 2. Яке число може стояти у центральній клітині таблиці?
[image: image427.wmf]C
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Відповідь: 16.
Розв’язання. Позначимо числа, що стоять у таблиці, так, як показано на рис. 5. Перемножимо між собою добутки чисел в усіх чотирьох квадратах 
[image: image325.wmf]22
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 й одержимо таку рівність:

[image: image326.wmf]4
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Тепер поділимо ліву частину рівняння на добуток чисел у кількох рядках та середньому стовпчику таблиці (цей добуток дорівнює 1):

[image: image428.wmf]P
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Після скорочення одержимо, що 
[image: image328.wmf]4

216.

e

==


Щоб показати, що число 16 справді може стояти у центральній клітині таблиці, тобто що таблиця, яка задовольняє умову, існує взагалі, наведемо її приклад — див. рис. 6.
Середня ліга

Група «А»
1. В одного жебрака в господарстві було 70 коней та 6 верблюдів. Він продав декілька своїх верблюдів та на отримані кошти купив ще 10 коней і вівцю. Чи міг би жебрак замість цього продати все, додати ще 16 золотих монет та купити 50 верблюдів, якщо відомо, що кінь та верблюд коштують ціле число золотих монет?

Відповідь: не міг.

Розв’язання. За умовою жебрак міг продати щонайбільше 6 верблюдів і лише частину коштів витратив на 10 коней. Тому 6 верблюдів коштують дорожче, ніж 10 коней. Якщо позначити вартість верблюда у золотих монетах через v, а коня — через k, матимемо співвідношення:
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Тоді 
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Верблюд не може коштувати 1 монету, бо інакше відношення 
[image: image335.wmf]35
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 було б неможливим. Тож 
[image: image336.wmf]2
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. Скориставшись із цього, матимемо:
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Таким чином, жебрак міг купити не більше ніж 49 верблюдів.
2. Для додатних чисел x та y доведіть нерівність: 
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Розв’язання. Уведімо позначення 
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 Нерівність набуває вигляду 
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. Зробімо тепер низку рівносильних перетворень:
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3. Задача № 3 старша ліга група «В».
4. Кола k й l перетинаються в точках A та B. Пряма m дотикається до k в точці K і до l у точці L. Точка B лежить усередині 
[image: image353.wmf]AKL

D

. Через точку A проведено січну n, відмінну від прямих AK, AL та AB. Пряма n удруге перетинає кола k та l у точках N та M відповідно. Доведіть, що точки K, L, M та N лежать на одному колі тоді й лише тоді, коли пряма n — дотична до кола, описаного навколо 
[image: image354.wmf].
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[image: image429.wmf]A

Розв’язання. Маємо розглянути три випадки:

1) коли пряма n не має з трикутником AKL спільних точок, окрім A, причому точка B лежить по різні боки з N відносно AK і з M відносно AL (рис. 7);

2) коли пряма n не має з трикутником AKL спільних точок, окрім A, але або N лежить по один бік з B відносно AK, або M лежить по один бік із B відносно AL (без утрати загальності можемо вважати, що по один бік із B лежить точка N — рис. 8);

3) коли пряма n проходить усередині трикутника AKL, тобто перетинає відрізок KL.
[image: image430.wmf]A

У першому випадку (рис. 7) через V позначимо довільну точку на продовженні відрізка KL за точку L. З теореми про кут між дотичною та хордою 
[image: image355.wmf]KNALKA
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 та 
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 Скориставшись із цього, запишемо ланцюжок рівносильних тверджень: KLMN — вписаний 
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 а така рівність справджується тоді й тільки тоді, коли n — дотична до описаного навколо 
[image: image363.wmf]AKL

D

 кола.
У другому випадку (рис. 8) через V так само позначимо довільну точку на продовженні відрізка KL за точку L, а через W — точку на продовженні того ж відрізка за K. Маємо рівності кутів 
[image: image364.wmf]KNAWKA
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 та 
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 Отже KLMN є вписаним тоді й лише тоді, коли 
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 звідки робимо той самий висновок, що й у першому випадку.
Нарешті, в третьому випадку пряма n не є дотичною до описаного навколо 
[image: image373.wmf]AKL
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 кола, а точки K, L, M та N лежати на одному колі не можуть. Перше твердження очевидне, а друге випливає з того, що або точка N лежить усередині трикутника KLM, або точка M лежить усередині трикутника KLN.
5. Задача № 5 старша ліга група «В».

6. Задача № 6 старша ліга група «А».

7. Задача № 7 старша ліга група «А».

8. Задача № 8 старша ліга група «В».
Середня ліга

Група «Б»
1. Чи можна скласти три нескоротних дроби, добуток яких дорівнює 1, використавши як чисельники та знаменники шість різних натуральних чисел від 1 до 9?
Відповідь: так; наприклад, дроби 
[image: image374.wmf]362
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2. Задача № 2 середня ліга група «А».
3. Задача № 3 старша ліга група «В».
4. Задача № 4 середня ліга група «А».
5. Задача № 5 старша ліга група «В».

6. Задача № 6 старша ліга група «А».

7. Задача № 7 старша ліга група «А».

8. Для якого найменшого значення n на площині можна розташувати n точок таким чином, щоб кількість усіх прямих, що проходять принаймні через дві вибрані точки, дорівнювала 20?
Відповідь: 
[image: image375.wmf]8.
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Розв’язання. Якщо на площині позначено n точок, із них можна утворити 
[image: image376.wmf]2
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 пар. Прямих, що проходять хоча б через дві точки, буде або рівно стільки, або менше в разі, якщо деякі пари точок відповідають одній і тій же прямій, тобто всі точки з таких пар лежать на цій прямій.

Якщо 
[image: image377.wmf]6
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, то 
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, а отже прямих буде менше за 20.

[image: image431.wmf]B

Якщо 
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, то пар точок є 
[image: image380.wmf]2
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. Але оскільки прямих мусить бути на одну менше, дві різні пари точок повинні лежати на одній прямій. Це означає, що на одній прямій лежать або 4 вибрані точки, або принаймні 3 (у випадку, якщо пари мають спільну точку). Нехай точки A, B, C лежать на одній прямій. Тоді три прямі AB, BC та AC збігаються, і замість трьох прямих маємо одну. Таким чином, загальна кількість прямих не буде більшою за 
[image: image381.wmf]213119.
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Залишається показати, як можна задовольнити умову, вибравши на площині 8 точок. Оскільки 
[image: image382.wmf]2
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, нам потрібно розташувати деякі точки на спільних прямих так, щоб зменшити кількість різних прямих на 8. Це можна зробити, розташувавши на чотирьох прямих по 3 точки і скоротивши кожною такою трійкою точок загальну кількість різних прямих на 2. Приклад потрібного розташування показаний на рис. 9.
Молодша ліга
Група «А»
1. Задача № 1 середня ліга група «А».
2. Натуральні числа x, y і z задовольняють умову:

[image: image383.wmf]()()().
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Доведіть, що число 
[image: image384.wmf]xyz
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 ділиться на 27.

Розв’язання. З’ясуймо, якими можуть бути остачі від ділення на 3 чисел x, y та z.
Якщо всі три числа дають різні остачі від ділення на 3, це означає що одне з них має остачу 1, одне 2 й одне — 0. Ліва частина рівності 
[image: image385.wmf]()()()
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 у цьому випадку на 3 ділитися не може, бо на 3 не ділиться жоден із множників у ній. Права частина, натомість, ділиться на 3, бо має від ділення на 3 залишок 
[image: image386.wmf]1200
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. Суперечність.
Якщо два з трьох чисел x, y, z, скажімо x та y, дають однакову остачу в разі ділення на 3, а третє число — іншу остачу, то ліва частина заданої рівності ділиться на 3, бо на 3 ділиться різниця 
[image: image387.wmf]xy
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, а права частина на 3 не ділиться, бо дорівнює 
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. Суперечність.
Якщо ж усі три числа x, y, z мають однакові остачі від ділення на 3, то кожен множник у виразі 
[image: image389.wmf]()()()
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 ділиться на 3, отже добуток ділиться на 27, а тому й сума 
[image: image390.wmf]xyz
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, що дорівнює цьому добутку, теж ділиться на 27.

3. Доведіть, що для кожного 
[image: image391.wmf]4
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 довільний паралелограм можна розрізати на n уписаних чотирикутників. 

[image: image432.wmf]D


Розв’язання. Якщо паралелограм є прямокутником, його можна розрізати паралельними до пари сторін 
[image: image392.wmf]1

n

-

 лінією на n менших прямокутників, кожен із яких є, звичайно, вписаним.
Нехай тепер ABCD — відмінний від прямокутника паралелограм, у якого 
[image: image393.wmf]ABAD
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 та 
[image: image394.wmf]90
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 (рис. 10). Позначмо через E та F середини сторін BC та AD відповідно. Відмітимо на промені AB точку G таку, що 
[image: image395.wmf]AFFG
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. Оскільки 
[image: image396.wmf]2
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, точка G лежить усередині відрізка AB. Виберімо довільну точку 
[image: image397.wmf]G

¢

 на відрізку BG і побудуймо паралелограм 
[image: image398.wmf]FGGF
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. У такий спосіб ми отримали рівнобічні трапеції 
[image: image399.wmf]AFFG
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 та 
[image: image400.wmf]EBGF
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. Так само на дві рівнобічні трапеції можемо розбити паралелограм CDFE. Якщо 
[image: image401.wmf]4
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, далі довільну з 4 утворених трапецій лініями, паралельними її основам, розіб’ємо на 
[image: image402.wmf]3

n

-

 менших рівнобічних трапеції. Оскільки рівнобічні трапеції є вписаними чотирикутниками, ми розбили паралелограм ABCD на n уписаних чотирикутників.
4. Задача № 4 середня ліга група «А».
5. Знайти остачу від ділення на 7 числа

[image: image403.wmf]232011
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Відповідь: 1.

Розв’язання. Спершу зауважимо, що 
[image: image404.wmf]6233
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Число 
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, 
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, має остачу 4 при діленні на 6, бо воно парне і від ділення на 3 дає остачу 1. Тож можемо записати:
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6. Задача № 6 старша ліга група «А».

7. Задача № 7 старша ліга група «А».

8. Задача № 8 середня ліга група «Б».
Молодша ліга

Група «Б»
1. Задача № 1 середня ліга група «Б».
2. Задача № 2 молодша ліга група «А».

3. Задача № 3 молодша ліга група «А».

4. Усередині квадрата ABCD вибрано точку M так, що 
[image: image410.wmf].
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 Доведіть, що 
[image: image411.wmf]2.
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[image: image433.wmf]P

Розв’язання. Точка M повинна лежати у трикутнику ACD, бо 
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 (рис. 11). Крім того,
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Побудуймо коло з центром у точці B та радіусом AB. Центральний кут дуги AC дорівнює 
[image: image415.wmf]90
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, а отже на цю дугу буде спиратися кут 
[image: image416.wmf]135180902
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. Таким чином, точка M належить колу. Тоді кут 
[image: image417.wmf],
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 що спирається на дугу AM, дорівнює половині центрального кута цієї дуги 
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5. Задача № 5 молодша ліга група «А».

6. Задача № 6 старша ліга група «А».

7. Задача № 7 старша ліга група «А».

8. Чи можна із 2011 смуг 
[image: image420.wmf]11
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, 
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, ..., 
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 (по одній смузі кожного розміру) скласти прямокутник без накладань та пропусків?
Відповідь: можна; приклад показано на рис. 12.
Рис. 1
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Рис. 2
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Рис. 3
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Рис. 4





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





a





b





c





d





e





f





g





h





i





Рис. 5
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Рис. 6





Рис. 7
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Рис. 8





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





Рис. 9





Рис. 10
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Рис. 11
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