1. Знайдіть усі цілі невід’ємні 
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Відповідь: 
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Розв’язання. Для 
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 права частина дорівнює 
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Для простого 
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 та натурального 
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 справджується рівність:
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Припустимо, що 
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, тоді задане рівняння за модулем 
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З використанням символів Лагранжа маємо, що
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Тому 
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 є квадратичний не лишок за модулем 
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Знову використаємо теорію квадратичних лишків:
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звідки останнє рівняння немає цілих розв’язків. 

Нарешті при 
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 права частина дорівнює 
[image: image23.wmf]0

 і рівняння немає цілих розв’язків.
2. Знайдіть натуральне число 
[image: image24.wmf]n

, яке задовольняє такі умови:

· неповна частка числа при діленні числа 
[image: image25.wmf]n

 на 9 є трицифровим числом, що складається з однакових цифр;

· неповна частка при діленні числа 
[image: image26.wmf]36
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 на 4 є чотирицифровим числом, кожна з цифр якого є 0, 2 або 9 та рівно три цифри є різними.

Відповідь: 
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Розв’язання. Запишемо першу умову на число таким чином: 
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. Тепер з використанням другої умови зрозуміло, що перші дві цифри частки 
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 – це цифри 
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 або 
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. Тому залишається перебрати лише числа 
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. Для кожного з цих можливих значень 
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 обчислимо значення 
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 щонайбільше на 3. Тому при діленні одержаного виразу на 
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 можна легко збагнути, чи може існувати при такому 
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 потрібне 
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 неповна частка при діленні на 
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 – це 
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, очевидно, що умову не задовольняє.
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 неповна частка при діленні на 
[image: image61.wmf]9

 – це 
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, умову не задовольняє.
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 неповна частка при діленні на 
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, умову не задовольняє.
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 неповна частка при діленні на 
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 – це 
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, умову задовольняє.
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 неповна частка при діленні на 
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, умову не задовольняє.
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 неповна частка при діленні на 
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, умову не задовольняє.
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 неповна частка при діленні на 
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, умову не задовольняє.

Таким чином можливі значення 
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 – це числа 
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. При діленні на 
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 лише перше з них дає шукану неповну частку з однакових цифр: 
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, а для 
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 – це вже число 
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 – так само умову не задовольняє.
3. Для будь-якого невід'ємного цілого n покладемо за f(n) найбільше 
невід'ємне ціле k таке, що 
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Визначте всі натуральні n такі, що f(n)=1996.

Відповідь: 3993, 3998, 3984.

Розв’язання. Нехай 
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Не важко показати що, 
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Спочатку знайдемо формулу для 
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Легко перевірити, що послідовність 
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 задовольняє наступним рекурентним співвідношенням: 
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 непарне, то 
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Неважко перевірити, що послідовність 
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Нехай 
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Якщо n непарне, то 
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 задовольняє наступним рекурентним співвідношенням: 
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Отже, маємо формулу для 
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Тепер візначимо n, коли 
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 - непарне ціле число. Перебравши s від 1 до 9 отримаємо 
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4. На декартовій площині розглядаємо скінченну множину однакових квадратів, сторони яких паралельні координатним осям. Відомо, що серед довільних 
[image: image155.wmf]1
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 квадратів принаймні два мають непорожній перетин. Доведіть, що цю множину квадратів можна розбити щонайбільше на 
[image: image156.wmf]1
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 підмножину, у кожній з яких усі квадрати мають непорожній перетин. 
Розв’язання. Тут може допомогти одновимірний випадок цієї задачі. Маємо на прямій множину одиничних квадратів таких, що серед кожних 
[image: image157.wmf]1
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. Треба довести, що їх можна розбити не більше ніж на 
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 множин, у кожній з яких усі відрізки перетинаються. 

Доведення цього випадку проведемо ММІ. Виберемо найлівіший відрізок із заданих, та усі відрізки, які з ним перетинаються поєднаємо в одну групу. З тих відрізків, що залишилися немає 
[image: image159.wmf]k

 таких, що попарно не перетинаються, бо тоді ці відрізки та найлівіший відрізок будуть такими 
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-м відрізком, які попарно не перетинаються. Одержали суперечність. Тому виділили групу, а для решти спрацьовує припущення індукції. 

Аналогічно розглянемо випадок на площині. З усіх квадратів виберемо той, що має найлівішу сторону. Якщо таких декілька, то з них виберемо найвищій, позначимо його 
[image: image161.wmf]Q

. Розглянемо усі ті квадрати, які перетинаються з цим. Тоді вони повинні містити або праву верхню або з праву нижню вершину квадрата 
[image: image162.wmf]Q

. Таким чином маємо дві групи, квадрати кожної з яких мають спільну точку. Серед тих квадратів, що залишились немає 
[image: image163.wmf]k

 таких, що попарно не перетинаються. Бо тоді ці квадрати разом з квадратом 
[image: image164.wmf]Q

 утворюють групу з 
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-го квадрату, які попарно не перетинаються. Далі все випливає з ММІ. 
5. Десятицифрове число 2100010006 унікальне тим, що його цифра у першій позиції показує кількість одиниць серед цифр числа, цифра у другій позиції показує кількість двійок серед цифр числа, ..., дев’ята цифра показує про кількість дев’яток у числі, а десята цифра показує кількість нулів цього числа. Чи існує принаймні одна пара різних десятицифрових чисел, які описують друг друга аналогічним чином, тобто перша цифра першого числа показує кількість одиниць серед цифр другого числа, а перша цифра другого числа показує кількість одиниць серед цифр першого числа, аналогічно друга цифра першого числа свідчить про кількість двійок серед цифр другого числа, а друга цифра другого числа показує кількість цифр 2 серед цифр першого числа, і так далі, останні цифри показують кількість нулів у суміжних числах. 

Відповідь: існують: 1010010007 та 3000001006.

Розв’язання. Знайти ці числа не так і просто, але тут допомагають такі міркування. Сума цифр кожного числа дорівнює 10, тому у кожному досить багато нулів. 

6. Зв’язна фігура що складається з одиничних квадратів називається поліміно, якщо існує маршрут, яким ми можемо обійти усі одиничні квадратики фігури переходячи по суміжних сторонах (можливо по деяких квадратиках маршрут проходить не один раз). Два поліміно вважатимемо однаковими, якщо їх можна сумістити переносом, поворотом або перевертанням за зворотну сторону. Наприклад, фігури на рис. 3 однакові. 

Припустимо, що для деякого поліміно 
[image: image166.wmf]P

 виконуються умови:

1) хоча б один прямокутник може бути покритий за допомогою 
[image: image167.wmf]P

;

2) для довільного прямокутника, який можна покрити за допомогою 
[image: image168.wmf]P

, покриття єдине з точністю до симетрій, які зберігають даний прямокутник. Доведіть, що 
[image: image169.wmf]P

 – квадрат.

Розв’язання. Нехай поліміно 
[image: image170.wmf]P

 задовольняє умови 1) та 2). Спочатку доведемо таку лему.

Лема. Для кожного прямокутника 
[image: image171.wmf]R

, для якого існує покриття з поліміно, таке покриття єдине, тобто воно зберігається при всіх симетріях, що залишають незмінним 
[image: image172.wmf]R

. 

Доведення леми. Припустимо, що таких різних покриттів є принаймні 2 – А та Б. Розглянемо прямокутник 
[image: image173.wmf]'

R

, який складається з двох копій 
[image: image174.wmf]R

 і два покриття прямокутника 
[image: image175.wmf]'

R

: перше складається двох покриттів А, а друге – А та Б. Оскільки 
[image: image176.wmf]'

R

 симетричний відносно сторони, по якій межують прямокутники 
[image: image177.wmf]R

, то А і Б повинні співпадати. Одержана суперечність завершує доведення. 

Лема доведена.

Далі, якщо можна за допомогою 
[image: image178.wmf]P

 замостити деякий прямокутник розмірами 
[image: image179.wmf]b
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, тоді 
[image: image180.wmf]P

 можна замостити квадрат розміром 
[image: image181.wmf]ab
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. Отже, за допомогою 
[image: image182.wmf]P

 можна замостити хоча б один квадрат. Розглянемо квадрат, який має найменші розміри, і позначатимемо його 
[image: image183.wmf]S

. Виберемо систему координат таким чином, що 
[image: image184.wmf][

]

[

]

s

s

S

,

0

,

0

´

=

. Будемо асоціювати кожну клітинку з координатами правого верхнього її кута.

Припустимо, що жодна копія 
[image: image185.wmf]P

 не перетинає пряму 
[image: image186.wmf]2
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. В такому випадку 
[image: image187.wmf]s

 – парне. Відобразивши 
[image: image188.wmf]P

 симетрично прямій 
[image: image189.wmf]y

x

=

 бачимо, що жодна копія 
[image: image190.wmf]P

 не перетинає пряму 
[image: image191.wmf]2
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, а тому деяка частина копій 
[image: image192.wmf]P

 повністю покриває квадрат розміром 
[image: image193.wmf]2
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, що суперечить припущенню про мінімальність розмірів квадрата.

Отже, деяка копія 
[image: image194.wmf]P

, нехай це буде 
[image: image195.wmf]Q

, перетинає пряму 
[image: image196.wmf]2
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. Оскільки симетрія відносно цієї прямої зберігає покриття, то вона також відображає 
[image: image197.wmf]Q

в 
[image: image198.wmf]Q

. Таким чином, 
[image: image199.wmf]Q

 має вертикальну вісь симетрії, а отже 
[image: image200.wmf]P

 також має горизонтальну або вертикальну вісь симетрії.

Нехай деяке поліміно 
[image: image201.wmf]R

 покриває лівий нижній кут 
[image: image202.wmf]S

. Оскільки симетрія відносно прямої 
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 зберігає покриття, то 
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 також відображається в 
[image: image205.wmf]R

. Таким чином, ми отримали, що 
[image: image206.wmf]R

 симетрична відносно прямих 
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 при деякому натуральному 
[image: image210.wmf]m

.

Звідси випливає, що 
[image: image211.wmf]R

 покриває всі чотири кути квадрату 
[image: image212.wmf]]
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. Окрім цього, оскільки 
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 міститься у першому квадранті і симетрична відносно прямих 
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 і 
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, то 
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 повністю знаходиться в 
[image: image217.wmf]M

.

Припустимо, що деяка клітинка 
[image: image218.wmf](
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, де 
[image: image219.wmf]m
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, не належить 
[image: image220.wmf]R

. Тоді вона належить деякому іншому поліміно 
[image: image221.wmf]T

. Оскільки 
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 – копія 
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, а 
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 – симетрична, то 
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 містить дві клітинки 
[image: image226.wmf](
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[image: image228.wmf](

)

1

,

1

-

Î

m

a

. Ці дві клітинки мають бути з’єднаними деяким шляхом в 
[image: image229.wmf]T

 і цей шлях повинен перетинати шлях в 
[image: image230.wmf]R

, який з’єднує 
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 і 
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 – суперечність.

Із міркувань симетрії, 
[image: image233.wmf]R

 містить всю граничні клітинки 
[image: image234.wmf]M

. Аналогічно до попередніх міркувань отримуємо, що всі внутрішні клітинки 
[image: image235.wmf]M

 також належать 
[image: image236.wmf]R

. Залишається зауважити, що 
[image: image237.wmf]M
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, а отже 
[image: image238.wmf]R

, тобто і 
[image: image239.wmf]P

, – квадрат.
7. Дано гострокутний трикутник АВС з ортоцентром Н. Зовнішня бісектриса кута (BHC перетинає АВ та АС в точках D та E. Бісектриса (ВАС перетинає описане навколо тр-ка ADE коло у точці К відмінній від А. Доведіть, що НК проходить через середину ВС.
Розв’язання. Нехай P та Q – основи висот на сторони АС та АВ відповідно. Так як DHE – бісектриса, то тр-к ADE – рівнобедрений. Тому АК – діаметр кола, а тому KD||HQ, RE||HP. 

Нехай пряма, що проходить через В паралельно HQ перетинає НК у точці L. За теоремою Фалеса маємо: 
[image: image240.wmf]DQ
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З іншого боку, так як трикутники HBQ та HCP подібні, то 
[image: image241.wmf]EP
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 (2). З (1) та (2) отримуємо: 
[image: image242.wmf]EP
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. Тому CL||EK||PH. Отримали, що HBLC – паралелограм. Тому HL проходить через середину ВС.

8. Розглянемо опуклий шестикутник ABCDEF. Позначимо через 
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 середини сторін AB, BC, CD, DE, EF, FA відповідно. 
[image: image244.wmf]1
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 - відповідно периметри шестикутників ABCDEF і 
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. Припустимо, що всі внутрішні кути шестикутника 
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 мають однакову міру. Довести нерівність: 
[image: image247.wmf]1
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Коли досягається рівність?
Відповідь: рівність для правильного шестикутника.
Розв’язання. 1. Покладемо 
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 відповідно, точки, симметричні В і С відносно ліній 
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 (за умовою) маємо: 
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 і, отже, трикутник 
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[image: image268.wmf]1

1

1

2

2

2

2

1

=

C

A

C

C

C

B

B

A

c

b

a

£

+

+

+

+

 (1)

З іншого боку, застосовуючи теорему косинусів до трикутника 
[image: image269.wmf]1
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, маємо: 
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 (2), 
і рівність має місце тоді і тільки тоді, коли х = у. 

З (1) і (2) отримуємо: 
[image: image271.wmf])
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Аналогічно, ми отримуємо п'ять інших нерівностей (циклічною перестановкою). Після цього, шляхом додавання цих шести нерівностей одержуємо наступну нерівність: 
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Таким чином, ми отримуємо необхідну нерівність. 

2. Рівність має місце тоді і тільки тоді, коли рівність в (1), (2) і у всіх шести нерівностях аналогічних (3) повинна виконуватись одночасно, тобто, коли: 
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І, отже, тоді і тільки, коли 
[image: image274.wmf]1
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 є правильним шестикутником (за умовою, цей шестикутник має всі рівні кути). Легко довести, що: 
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З цього отримуємо, що всі внутрішні кути шестикутника ABCDEF рівні і, отже, ABCDEF є правильним шестикутником.
9. Нехай 
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Доведіть, що справджується рівність:
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Розв’язання. Позначимо 
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. Неважко підібрати числа 
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(1).

Для цього достатньо звести все до спільного знаменника, який буде як раз 
[image: image283.wmf])
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, а тому маємо тотожну рівність двох многочленів степені 
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Якщо в цю рівність підставити послідовно 
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(2).

Після такого вибору коефіцієнтів два многочлени співпадають у 
[image: image294.wmf]1

-

n

-й точці, а тому – співпадають. Таким чином маємо рівність (1), в якій коефіцієнти визначаються за допомогою рівностей (2). Підставимо в неї 
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звідки й випливає потрібна рівність.

10. Нехай 
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Розв’язання. Оскільки 
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, тому ліву частину нерівності можна підсилити таким чином:
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що й треба було довести. 

Рис. 3
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