Матбой (сборы 2013)
Не забывайте, что условия задач иногда 
бывают и на другой стороне листика

1. Знайдіть усі цілі невід’ємні 
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, які задовольняють рівняння:
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2. Знайдіть натуральне число 
[image: image3.wmf]n

, яке задовольняє такі умови:

· неповна частка числа при діленні числа 
[image: image4.wmf]n

 на 9 є трицифровим числом, що складається з однакових цифр;

· неповна частка при діленні числа 
[image: image5.wmf]36

+

n

 на 4 є чотирицифровим числом, кожна з цифр якого є 0, 2 або 9 та рівно три цифри є різними.

3. Для будь-якого невід'ємного цілого n покладемо за f(n) найбільше
невід'ємне ціле k таке, що 
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 ділить  
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Визначте всі натуральні n такі, що f(n)=1996.
4. На декартовій площині розглядаємо скінченну множину однакових квадратів, сторони яких паралельні координатним осям. Відомо, що серед довільних 
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 квадратів принаймні два мають непорожній перетин. Доведіть, що цю множину квадратів можна розбити щонайбільше на 
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 підмножину, у кожній з яких усі квадрати мають непорожній перетин.

5. Десятицифрове число 2100010006 унікальне тим, що його цифра у першій позиції показує кількість одиниць серед цифр числа, цифра у другій позиції показує кількість двійок серед цифр числа, ..., дев’ята цифра показує про кількість дев’яток у числі, а десята цифра показує кількість нулів цього числа. Чи існує принаймні одна пара різних десятицифрових чисел, які описують друг друга аналогічним чином, тобто перша цифра першого числа показує кількість одиниць серед цифр другого числа, а перша цифра другого числа показує кількість одиниць серед цифр першого числа, аналогічно друга цифра першого числа свідчить про кількість двійок серед цифр другого числа, а друга цифра другого числа показує кількість цифр 2 серед цифр першого числа, і так далі, останні цифри показують кількість нулів у суміжних числах.

6. Зв’язна фігура що складається з одиничних квадратів називається поліміно, якщо існує маршрут, яким ми можемо обійти усі одиничні квадратики фігури переходячи по суміжних сторонах (можливо по деяких квадратиках маршрут проходить не один раз). Два поліміно вважатимемо однаковими, якщо їх можна сумістити переносом, поворотом або перевертанням за зворотну сторону. Наприклад, фігури на рис. 3 однакові.

Припустимо, що для деякого поліміно 
[image: image10.wmf]P

 виконуються умови:

1) хоча б один прямокутник може бути покритий за допомогою 
[image: image11.wmf]P

;

2) для довільного прямокутника, який можна покрити за допомогою 
[image: image12.wmf]P

, покриття єдине з точністю до симетрій, які зберігають даний прямокутник. 

Доведіть, що 
[image: image13.wmf]P

 – квадрат.

7. Дано гострокутний трикутник АВС з ортоцентром Н. Зовнішня бісектриса кута (BHC перетинає АВ та АС в точках D та E. Бісектриса (ВАС перетинає описане навколо тр-ка ADE коло у точці К відмінній від А. Доведіть, що НК проходить через середину ВС.
8. Розглянемо опуклий шестикутник ABCDEF. Позначимо через 
[image: image14.wmf]1

1

1

1

1

1

,

,

,

,

,

F

E

D

C

B

A

 середини сторін AB, BC, CD, DE, EF, FA відповідно. 
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 - відповідно периметри шестикутників ABCDEF і 
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. Припустимо, що всі внутрішні кути шестикутника 
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 мають однакову міру. Довести нерівність: 
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Коли досягається рівність?
9. Нехай 
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 та 
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 попарно різні дійсні числа. Позначимо через
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Доведіть, що справджується рівність:
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10. Нехай 
[image: image23.wmf]2
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 - натуральне число. Доведіть нерівність:
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Рис. 3
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