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Командна усна олімпіада  

Наймолодша ліга 
1. Яке з чисел ближче усіх до 1: 
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1. Відповідь: 
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Розв’язання. Число тим ближче до 
[image: image6.wmf]1

, чим менший модуль різниці між цим числом та 
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, обчислимо ці різниці. 
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Звідси бачимо, що найближчим до 
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 є число 
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2. Натуральні числа 
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e

d

c

b

a

,

,

,

,

,

 (не обов’язково усі різні) задовольняють умову 
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. Чи може бути простим число 
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2. Відповідь: може.
Розв’язання. Розглянемо, наприклад, такі числа:
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, тоді 
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 – просте.

3. Чи можна на прямій відмітити точки 
[image: image19.wmf],
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 так, щоб відстані між ними в стали рівними: 

а) 
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б) 
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Якщо так – наведіть приклад, якщо ні – поясніть чому не можна.
3. Відповідь: а) так; б) ні.
[image: image437.wmf]P

Розв’язання. а) Розглянемо такі випадки. Якщо точки 
[image: image34.wmf]B

 та 
[image: image35.wmf]E

 по різні боки від точки 
[image: image36.wmf]A

, то 
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. Але тоді з відрізків 
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 та 
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 шляхом додавання та віднімання одержати 
[image: image41.wmf]18

 не можливо.

Тому 
[image: image42.wmf]B

 та 
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 по один бік від точки 
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, тоді 
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, то це стає джерелом приклада (рис. 1). 

б) Якщо точки 
[image: image47.wmf]B

 та 
[image: image48.wmf]E

 по різні боки від точки 
[image: image49.wmf]A

, то 
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. Але тоді з відрізків 
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, 
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 та 
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 шляхом додавання та віднімання одержати 
[image: image54.wmf]18

 не можливо.

Тому 
[image: image55.wmf]B

 та 
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 по один бік від точки 
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, тоді 
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. І тепер з відрізків 
[image: image59.wmf]7

, 
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 та 
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 шляхом додавання та віднімання одержати 
[image: image62.wmf]6

 не можливо.
4. Є шаблон кута 
[image: image63.wmf]35.
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 Побудувати кут, що дорівнює 
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4. Розв’язання. Зрозуміло, що легко побудувати кут розміром 
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,..., а тепер відкладемо шаблон кута 
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 послідовно 31 раз і одержимо кут величиною 
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, тобто він відстоїть як раз на 
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 від нульового кута.

5. Знайдіть найменше натуральне число, яке має суму цифр 
[image: image72.wmf]2013

.
5. Відповідь: 
[image: image73.wmf]3
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Розв’язання. Зрозуміло, що у цього числа повинна бути найменша можлива кількість цифр. Максимальна цифра – це 
[image: image74.wmf]9

, тому цифр буде не менше ніж 224, оскільки 
[image: image75.wmf]224
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. Залишається побудувати найменше можливе число, що має рівно 224 цифру, сума яких 2013. Оскільки ми шукаємо найменше число, то треба вибрати число з найменшою першою цифрою. Оскільки 
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, то перша цифра не може бути меншою від 6, бо інакше усіх цифр буде не менше, ніж 225. Тому шукане число: 
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6. Чи існують такі попарно різні цілі числа 
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, для яких виявляються рівними такі три дроби: 
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6. Відповідь: не існують.

Розв’язання. Припустимо, що такі цілі числа існують та задовольняють умову рівності дробів. Позначимо їх спільне значення через 
[image: image80.wmf]k

, тоді маємо такі рівності: 
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Підставимо одержані значення для 
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 та 
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, тоді 
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Якщо 
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, що суперечить умові задачі про попарно різні числа.

Якщо 
[image: image90.wmf]1
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, то маємо що 
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, тобто добуток трьох цілих чисел дорівнює 
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. Це можливо з урахуванням умов задачі

 та одержаної вище умови, лише при 
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, але ці варіанти однакові по суті). Але тоді 
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 та 
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, що знову суперечить умові.

7. Чи можна пофарбувати усю площину у два кольори – жовтий та блакитний – таким чином, щоб на кожному колі радіуса 1 лежала рівно дві жовті точки?
7. Відповідь: можна. 

[image: image438.wmf]2
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Розв’язання. Пофарбуємо у жовтий колір усі вертикальні прямі, які задаються рівнянням 
[image: image100.wmf]n
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 – ціле число. Тоді, якщо коло радіуса 
[image: image102.wmf]1

 має центр на прямій 
[image: image103.wmf]1
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, то на ньому лежать дві точки, які є кінцями діаметра, що перпендикулярний до проведених кіл (рис. 2). Інакше, це коло перетинає у двох точках рівно одну з проведених прямих.
8. За круглим столом сидять 31 людина – лицарі, які зажди кажуть правду, та брехуни, які завжди кажуть неправду. Кожного з присутніх запитали, про його двох сусідів – ліворуч та праворуч – „скільки серед його сусідів брехунів?” Кожна людина дала однакову відповідь. Скільки щонайбільше серед сидячих за столом максимум може бути лицарів, якщо відомо, що за столом принаймні є 1 лицар та 1 брехун?

8. Відповідь: 15.

Розв’язання. Припустимо, що за столом принаймні 16 лицарів. Тоді обов’язково є два лицарі, що сидять поруч. Тоді якщо розглядати усіх таких лицарів, що сидять поруч, то дійдемо до такого, у якого другий сусід – брехун. Тому цей лицар скаже число 1. Тому усі люди повинні сказати саме таке число. Таким чином біля кожного лицаря повинен бути рівно 1 лицар, а інший – брехун. А біля брехуна повинно бути або 2 лицаря, або 2 брехуна. Оскільки є поруч 2 лицаря, то подальша розстановка можлива лише така – ЛЛБЛЛБ..., таким чином кількість сидячих за столом повинну бути кратною 3, а тому це не можливо.

Покажемо, що 15 можливе: ЛБЛБ...ЛБЛББЛБ, тобто чергуються Л та Б і тільки в одному місті йдуть поспіль ББ. Тоді кожний може сказати 2 (для Л – це буде правдою, для Б – брехнею).

Молодша ліга 
[image: image439.wmf]2
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1. Задача № 2 наймолодшої ліги. 
2. З чисел 1, 2, ..., 2000 вибрали 
[image: image104.wmf]N

 довільних чисел. Чи завжди серед них є два різних числа, одна з яких кратне іншому, якщо
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2. Відповідь: а) зажди; б) не завжди.

Розв’язання. а) Запишемо кожне число серед обраних таким чином: 
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 – непарне число. Тоді усього різних непарних чисел може бути не більше 1000: 
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. За принципом Діріхле принаймні у двох з цих чисел непарний множник співпадає, тобто вони мають вигляд 
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б) Оберемо такі числа: 
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. Зрозуміло, що жодні два з них не кратні одне іншому, бо навіть 
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3. Позначимо у трикутнику 
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 – точки дотику вписаного кола до сторін 
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 відповідно, і сторони задовольняють умову 
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. Доведіть, що з відрізків 
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 можна побудувати трикутник, тоді і тільки тоді, коли 
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3. Розв’язання. Позначмо відрізки як це показане на рис. 4. Умова 
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[image: image126.wmf]y

x

z

x

z

y

+

£

+

£

+

 або 
[image: image127.wmf]x

y

z

£

£

. Оскільки 
[image: image128.wmf]x

AK

=

, 
[image: image129.wmf]y

BM

=

, 
[image: image130.wmf]z

CL

=

, то умова задачі рівносильна виконанню нерівності: 
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звідки після спрощень маємо шукану умову
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c

b

3

<

+

.

4. Задача № 5 наймолодшої ліги. 
[image: image440.wmf]1
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5. Задача № 7 наймолодшої ліги. 
6. Задача № 8 наймолодшої ліги. 
7. У гострокутному трикутнику 
[image: image134.wmf]ABC

 сторони 
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. На сторонах 
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 та 
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 відмічаються такі точки 
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 та 
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 відповідно, що 
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. Серединні перпендикуляри до відрізків 
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 та 
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 перетинаються в точці 
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. Позначимо через 
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 та 
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 – середини відрізків 
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 та 
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 відповідно. Доведіть, що точка 
[image: image148.wmf]P

 лежить на серединному перпендикулярі до відрізку 
[image: image149.wmf]MN

.
7. Розв’язання. Зєднаємо точку 
[image: image150.wmf]P

 з точками 
[image: image151.wmf]C
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 (рис. 4). Тоді з властивостей серединних перпендикулярів до відрізків маємо такі рівні відрізки: 
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. Якщо додати рівність відрізків з умови, то маємо, що 
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 за трьома сторонами. Тому у цих трикутників рівні відповідні кути, звідки маємо, що 
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 та рівними прилеглими сторонами: 
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 – рівнобедрений з основою 
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, а тому вершина 
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 лежить на серединному перпендикулярі до 
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, що й треба було довести.
8. Курс акцій компанії „Рога та копита” кожного дня рівно о 12-00 збільшуються або зменшуються у ціні на 
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, де 
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 – фіксоване натуральне число. Чи існує таке значення 
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, для якого ціна акцій двічі прийме теж саме значення?
8. Відповідь: не існує.

Розв’язання. Виходячи з відомої формули підвищення ціни на 
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 нова ціна множиться на 
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 підвищень ціни та 
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 знижень, маємо таку ціну 
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, де 
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 – початкова ціна акції. Якщо припустити, що ціна стала рівною початковій, то повинна виконуватись така рівність:
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У останній рівності – права частина кратна 
[image: image178.wmf]2

 та 
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, тому й 
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 повинно бути кратним 
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. Припустимо, що 
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 також не кратне 
[image: image185.wmf]4

, тому у ліва частина кратна точно 
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[image: image189.wmf]25

. Тому 
[image: image190.wmf]100

M

n

, що неможливо, бо ціна не може зменшитись більше ніж на 100 відсотків.

Середня ліга 

1. При якому цілих значеннях 
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 рівняння 
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 має тільки цілі розв’язки? Знайдіть ці розв’язки.
1. Відповідь: при 
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Розв’язання. При 
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2. Задача № 7 () наймолодшої ліги. 
3. Задача № 6 () наймолодшої ліги. 
4. Задача № 7 () молодшої ліги. 
5. Знайдіть усі пари 
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5. Відповідь: 
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Розв’язання. Позначимо через 
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Таким чином знайдений розв’язок єдиний. 

6. Нехай ABC – гострокутний трикутник з висотами AA1; BB1 та CC1. Відрізки AA1 та B1C1 перетинаються у точці K. Серединний перпендикуляр до відрізку A1K перетинає сторони AB та AC у точках L та M відповідно. Доведіть, що точки A; A1; L, та M лежать на одному колі.
6. Розв’язання. Оскільки 
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L

L

=

 (рис. 5). 

Чотирикутник BCB1C1 вписаний, тому 
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. Отже, чотирикутник A1KC1L1 також вписаний, тобто 
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Чотирикутник  AC1A1C вписаний. Звідси маємо, що 
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 з AB. Що й треба було довести
7. На дошці записані числа 
[image: image252.wmf]2013
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. Студент вибирає будь-які два числа, з написаних на дошці, наприклад, 
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, та записує замість них одне число 
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. Так він робить доки не залишиться одне число. Яким може бути це число?
7. Відповідь: 2013.

Розв’язання. Доведемо ММІ, що на дошці буде залишиться число 
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тобто база індукції справджується. 

Нехай тепер у нас є числа 
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2

1

,

,...,

,

+

n

n

a

a

a

a

. Без обмеження загальності будемо вважати, що студент замінив числа 
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що й треба було довести. 

Таким чином шукане число 
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8. Чи можна розставити по колу числа 1, 2, 3, ..., 2012 таким чином, щоб усі добутки 2012 сусідніх пар чисел давали різні остачі при діленні на 2013?
8. Відповідь: не можна.

Розв’язання. Методом від супротивного. Припустимо, що ми розставили числа 1, 2, 3, ..., 2012 потрібним чином, позначимо цю розстановку таким чином: 
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Оскільки 
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, повинно давати остачу при діленні на 
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 також кратну відповідному числу. За принципом Діріхле, існує пара сусідніх чисел, які не кратні 
[image: image274.wmf]3

. Нехай ці два числа є першими у списку 
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Позначимо через 
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 кратні 
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. Оскільки усього чисел від 0 до 2012 кратних 3 існує 671, то повинна виконуватись умова 
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. Це означає, що числа, які кратні 
[image: image298.wmf]3

 утворюють суцільний блок. 
Повністю аналогічно блок утворюють числа, що кратні 
[image: image299.wmf]11

, а також кратні 
[image: image300.wmf]61

. Але очевидно, що ці блоки повинні перетинатися. Але у кожному з цих блоків є числа, які не входять до інших блоків. Наприклад, 
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, так само у інших блоках є такі числа, наприклад, 
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. Внаслідок суцільності кожного з трьох блоків – блоки кратних 
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 та 
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 повинні бути по краях найбільшого блоку чисел, що кратні 
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. Але тоді ніде не може бути розташованим число 
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Старша ліга

1. Задача № 1 середня ліга. 
2. Задача № 7 молодшої ліги. 
3. Знайдіть усі цілі значення 
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3. Відповідь: 
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Розв’язання. З умови 
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 було цілим повинно цілим бути й число 
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4. Андрій по колу записав 2013 числа таким чином, що якщо взяти будь-які 5 чисел, що стоять поруч, то їх сума дорівнює 1000. Яке число Андрій повинен був записати першим?
4. Відповідь: 
[image: image338.wmf]200
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Розв’язання. Позначимо числа 
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. Аналогічно 
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. Якщо побачити, що сусідніми на колі є числа 
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, звідки випливає, що усі числа повинні бути однаковими. Оскільки сума п’яти таких чисел дорівнює 
[image: image349.wmf]1000

, то кожне число дорівнює 
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5. Трикутник ABC вписаний у коло 
[image: image351.wmf]w

. Точка P лежить всередині 
[image: image352.wmf]ABC
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. Прямі AP; BP та CP перетинають 
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 знову у точках A1; B1 та C1 (перші точки перетину – A; B; C), відповідно. Дотичні до кола 
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 у точках A1 та B1 перетинаються в точці C2. Дотичні до 
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 у точках B1 та C1 перетинаються в точці A2. І нарешті, дотичні до кола 
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 у точках C1 та A1 перетинаються в точці B2. Доведіть, що прямі AA2; BB2 та CC2 конкурентні.
5. Розв’язання. Позначимо через R радіус кола 
[image: image357.wmf]w

, тоді з теореми синусів маємо, що:
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З іншого боку, оскільки прямі A2C1 та A2B1 дотичні до 
[image: image360.wmf]w

, то ми маємо, що
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Знову з теореми синусів для трикутників AA2C1 та AB1A2  матимемо (рис. 6): 
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Звідси маємо, що 
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Аналогічно одержимо, що 
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Оскільки за побудовою 
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 та 
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 конкурентні, то з тригонометричної форми теореми Чеви 
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але тоді маємо з одержаних рівностей, що й 
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а тому з тієї ж тригонометричної теореми Чеви маємо, що чевіани 
[image: image373.wmf]2
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, 
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 та 
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CC

 перетинаються в одній точці.

6. Задача № 8 середня ліга. 
7. Знайдіть усі функції 
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, що для довільних невід’ємних 
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, таких що 
[image: image378.wmf]xyz

+³

, справджується рівність:
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7. Відповідь: 
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Розв’язання. Спочатку підставимо у задану рівність 
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 і отримаємо, що
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Підставимо 
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, отримаємо 
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Не важко бачити, що для довільних 
[image: image387.wmf],0
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, отже, для довільних 
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Нехай 
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, тоді умова переписується як 
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, при цьому 
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, гарно відомим є той факт, що за такої умови рівняння Коші має лише лінійні розв’язки, тобто 
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, звідки 
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 для довільного 
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. Не важко бачити, що ця функція задовольняє умову задачі.

8. Компанія має 2 офіси. Один з них у місті А, а інший у місті Б. Для забезпечення  зв'язку між двома офісами, компанія призначила кожному з офісів декілька кур’єрів таким чином, що виконуються такі умови:


кожна пара кур’єрів з одного офісу має рівно одного кур’єру для контактів з іншого офісу;


є принаймні 10 кур’єрів у офісі з міста А;


Джон, один з кур’єрів з міста Б має рівно 8 кур’єрів для контакту з міста А.

Яка мінімальна кількість кур’єрів з міста Б має для контактів кур’єра Бена з міста А?
8. Відповідь: 8.

Розв’язання. Розглянемо двох кур’єрів: 
[image: image401.wmf]a

 з міста А та 
[image: image402.wmf]b

 з міста Б, які не контактують між собою. Позначимо через 
[image: image403.wmf]A

B

 множину усіх кур’єрів з міста Б, які контактують з 
[image: image404.wmf]a

, аналогічно визначається множина 
[image: image405.wmf]B
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 – усі кур’єри з міста А, що контактують з 
[image: image406.wmf]b

.

Визначимо функцію 
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 таким чином:

Для кожного 
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 розглянемо пару кур’єрів 
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b

¢

,

, які є різними, оскільки один з них контактує з 
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, а інший – ні. Тоді за умовою для цієї пари є рівно один спільний кур’єр з іншої множини, позначимо його 
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. Очевидно, що 
[image: image412.wmf]B

A

a

Î

¢

, тому визначимо 
[image: image413.wmf]a

b

f

¢

=

¢

)

(

. 

Припустимо, що існують 
[image: image414.wmf]A

B

b

b

Î

2

1

,

 для яких 
[image: image415.wmf]B

A

a

b

f

b

f

Î

¢

=

=

)

(

)

(

2

1

. Це означає, що кур’єр 
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 та 
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 мають одразу двох кур’єрів для контактів 
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, що суперечить умові, тому 
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Розглянемо 
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 і того єдиного кур’єра 
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, звідси випливає, що 
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 і функція сюр’єктивна. 

Це означає, що якщо кур’єри з різних міст не контактують, то кількість їх контактів у інших містах однакова. 

Таким чином, якщо Бен та Джон не контактують, то Бен має рівно 8 контактів. 

Розглянемо тепер випадок, що Бен та Джон контактують між собою. Існують щонайменше 10 кур’єрів з А та Джон з Б контактує з 8 з них. Нехай 
[image: image423.wmf]A
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Î
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,

 ті два кур’єри, що не контактують з Джоном. Нехай 
[image: image424.wmf]1

b

 той єдиний кур’єр, що контактує з парою 
[image: image425.wmf]1
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 та Бен. 
[image: image426.wmf]2
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 той єдиний кур’єр, що контактує з парою 
[image: image427.wmf]1
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 та 
[image: image428.wmf]2
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. Оскільки 
[image: image429.wmf]1
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 не контактує з Джоном, то у нього рівно 8 контактів у місті Б. Тому існує принаймні 6 контактів з 
[image: image430.wmf]1
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, хто не контактує з Беном та з 
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. Нехай 
[image: image432.wmf]b

 – один з таких контактів. 

Тоді кур’єр 
[image: image433.wmf]2

a

 з міста А має рівно 8 кур’єрів з Б, оскільки він не контактує з Джоном. Тоді кур’єр 
[image: image434.wmf]b

 з Б має рівно 8 кур’єрів з А, оскільки він не контактує з 
[image: image435.wmf]2

a

. Кур’єр Бен має рівно 8 кур’єрів з Б, оскільки він не контактує з 
[image: image436.wmf]b

 з міста Б. 

Це доводить, що Бен має рівно 8 кур’єрів з Б, з якими контактує. 
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Рис. 6
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Рис. 5
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Рис. 4
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Рис. 3





Рис. 2
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Рис. 1
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