Київські відбори. Розв’язання задач
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1. Доведіть, що у числа 
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 для довільного натурального 
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 цифра десятків завжди парна.
Розв’язання. Це можна довести, якщо послідовно перебрати усі остачі чисел 
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 при діленні на 100, а можна просто розглянуті аналогічні остачі при ділені на 20. 
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, як бачимо, далі остачі повторюються з кроком 4. Таким чином можна записати таку рівність.
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З цієї рівності бачимо, що цифра десятків визначається цифрою одиниць числа 
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, а вона – парна.
2. Послідовність натуральних чисел 
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 назвемо універсальною для заданого натурального числа 
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, якщо з неї викреслюванням деяких її членів можна отримати довільну перестановку чисел 
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 послідовність 
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 – універсальна, а послідовність 
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 – ні, бо з неї неможливо отримати  перестановку 
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. Позначимо 
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 – довжину найкоротшої універсальної послідовності. Доведіть, що 

[image: image20.wmf])

1

(

)

(

1

2

1

2

+

³

³

+

-

n

n

n

f

n

n

.
Розв’язання. Приведемо приклад універсальної послідовності з 
[image: image21.wmf]2
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 члена, тим самим доведемо оцінку зверху. Легко бачити, що універсальною для заданого 
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 є послідовність 

[image: image23.wmf])

1

,

...,

,

2

,

1

...,

,

...,

,

2

,

1

,

...,

,

2

,

1

(

1

2

1

4

3

4

2

1

4

3

4

2

1

4

3

4

2

1

-

n

n

n

n

.

Дійсно, покажемо, що можемо отримати довільну перестановку 
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. Якщо в перестановці є пара 
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 число можна взяти з перших 
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. Якщо ж такої пари немає, то це спадаюча перестановка 
[image: image32.wmf](,1,...,1)

nn

-

, а її очевидно можна вибрати.

Доведемо тепер оцінку знизу. Доведення проведемо ММІ. База для 
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[image: image34.wmf]t

 до 
[image: image35.wmf]1

t

+

. Для кожного числа розглянемо позицію з найменшим номером, на якій воно зустрічається  в універсальній послідовності. Для одного з чисел ця позиція 
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 член універсальної послідовності не беруть участь в утворенні цих перестановок. Тому універсальна послідовність взята з 
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 позиції є універсальною для множини 
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 членів загальна довжина початкової універсальної послідовності не менша за 
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. Таким чином доведено перехід індукції.
3. У опуклому чотирикутнику 
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Розв’язання. Нехай 
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Проведемо через точку 
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Якщо 
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Навпаки, якщо 
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4. Розглянемо кубічний тричлен 
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 з цілими коефіцієнтами 
[image: image91.wmf]q

p

,

. Назвемо його ірраціональним, якщо він має три попарно різних ірраціональних корені 
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. Знайдіть такий ірраціональний кубічний тричлен, для якого 
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 приймає найменше можливе значення.
Відповідь: 
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Розв’язання. Нехай 
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 – ірраціональний кубічний тричлен, тоді 
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 корені похідної – це числа 
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. Тоді з умови наявності трьох різних коренів, виконується умова 
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оскільки, 
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 EMBED Equation.3  [image: image105.wmf](
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Нехай корені 
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. З їх ірраціональності немає нульового кореня. З теореми Вієта 
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, тому можливі два варіанти – два додатних корені, або два від’ємних. Випадки рівнозначні, бо якщо 
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 має два від’ємні корені, оскільки його коренями є значення 
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Без обмеження загальності будемо вважати, що 
[image: image112.wmf]3

2

1

0

a

a

a

<

<

<

. Тоді з теореми Вієта 
[image: image113.wmf]0

3

2

1

<

-

=

a

a

a

q

, крім того 


[image: image114.wmf]3

3

3

3

3

2

1

3

2

1

2

|

|

2

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

=

=

+

-

=

+

+

=

+

+

.

Таким чином треба знайти кубічний ірраціональний тричлен з від’ємними 
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Простим перебором неважко зрозуміти, що усі ці умови (
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1. Задача № 1 за 11-й клас.

2. Задані числа 
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Знайдіть найбільше можливе значення виразу 
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Відповідь: а) 
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Оскільки у кожній дужці вираз не додатний, то 
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Розглянемо два випадки:
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3. Задача № 3 за 11-й клас.

4. В деякому місті живе 1000 гномів. Кожного дня кожен ділиться з усіма своїми знайомими новинами, які він взнав вчора. Відомо що довільна новина стає відомою всім мешканцям міста. Довести, що можна обрати 90 гномів, одночасно повідомивши їм якусь новину, так що через 10 днів вона буде відомою всім мешканцям міста.
Розв’язання. Розглянемо граф, в якому вершинами будуть гноми, а ребрами будуть з’єднані лише ті з них, які знайомі між собою. Тоді, відповідний граф зв»язний, бо довільна новина стає відомою всім. Можемо вважати, що утворений граф – дерево, інакше по-черзі видалятимемо по одному ребру з циклу, при цьому граф залишатиметься зв’язним. Для довільних мешканців існує ланцюг, що з’єднує їх. Розглянемо найдовший такий ланцюг 
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, то після того, як новину повідомлять 
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 вона стане відомою всім мешканцям міста. Розіб’ємо всіх на 2 групи: 1) 
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 і всі, хто з’єднані з ними не через 
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 та 2)всі інші. Тоді, в першій групі не менше 11 осіб. Також довільна особа 
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. Справді, якщо це не так, то ланцюг 
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) буде довшим, ніж обраний, що суперечить вибору. (зауважимо, що циклів немає, тоді в ланцюгах всі вершини різні). Тоді, в першій групі достатньо повідомити новину 
[image: image179.wmf]10

A

- му і через 10 днів в цій групі її взнають всі. Повторимо цю операцію 89 разів, на кожному кроці обиратимемо свого 
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9 клас

1. Знайдіть усі пари натуральних чисел 
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Відповідь: 
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Розв’язання. Спочатку покажемо, що 
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Без обмеження загальності розгляду можемо вважати, що 
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Випадок 1. 
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При 
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При 
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Випадок 3. 
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З умови 
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 випливає, що 
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. Перебором знаходимо, що такі пари задовольняють умови: 
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Тепер можемо записати остаточну відповідь.
2. Задача № 2 за 10-й клас.
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3. У трапеції 
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 діагональ 
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 дорівнює бічній стороні 
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. Пряма, що симетрична прямій 
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 відносно 
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 перетинається з прямою 
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 в точці 
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. Доведіть, що пряма 
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 ділить відрізок 
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Розв’язання. Проведемо через точку 
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 пряму, що паралельна прямій 
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 та позначимо через 
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 відповідно точки перетину цієї прямої з прямими 
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 та 
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 (рис. 81). 

Спочатку доведемо, що 
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 – середина відрізку 
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Тепер покажемо, що за таких умов 
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, що й треба було довести.
4. Задача № 4 за 10-й клас.

8 клас

1. Для попарно різних цілих чисел 
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Чому дорівнює ціле число 
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Відповідь: 
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Розв’язання. Зробимо такі перетворення:
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що й треба було довести.
2. Задача № 2 за 9-й клас.

3. Задача № 3 за 9-й клас.
4. Нехай 
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а) Знайдіть найбільше натуральне 
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б) Знайдіть найменше натуральне 
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а) Тоді можемо записати такі нерівності:
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таким чином кількість елементів множини 
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Рис. 81
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Рис. 45 
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