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LXVIIІ Київська міська олімпіада юних математиків

Умови та вказівки до розв’язків задач

2 тур

7 клас

1. Знайдіть найбільше трицифрове число, яке ділиться націло на 9 та цифри ідуть зліва направо у порядку зростання.
Відповідь: 
[image: image556.emf].
Розв’язання. Єдине трицифрове число, у якого цифри ідуть у порядку зростання з першою цифрою 7, це 
[image: image2.wmf]789

, але воно не ділиться на 9. З першою цифрою 6 існує три числа 
[image: image3.wmf]678

, 
[image: image4.wmf]679

 та 
[image: image5.wmf]689

, які мають суми цифр 
[image: image6.wmf]21

, 
[image: image7.wmf]22

 та 
[image: image8.wmf]23

. Розглянемо трицифрові числа с першою цифрою 5. Найменше серед них 
[image: image9.wmf]567

 має найменшу суму цифр 
[image: image10.wmf]18

 (тобто кратне 9), а найбільше серед них 
[image: image11.wmf]589

 має найбільшу суму цифр 
[image: image12.wmf]22

. Тому шукане число і є 
[image: image13.wmf]567

.

2. Позначимо через 
[image: image14.wmf])
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 суму цифр натурального числа 
[image: image15.wmf]n

. Чи існує 
[image: image16.wmf]n

, для якого справджується рівність: 
[image: image17.wmf]2013
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(Рубльов Богдан)

Відповідь. не існує.
Розв’язання. Нехай остання цифра 
[image: image18.wmf]a

 числа 
[image: image19.wmf]n

, відмінна від 9, тобто 
[image: image20.wmf]Aa
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, де 
[image: image21.wmf]A

 – число 
[image: image22.wmf]n

 без останньої цифри. Тоді зрозуміло, що 
[image: image23.wmf])
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Якщо 
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Оскільки 
[image: image29.wmf]61
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, то можемо виписати усі дільники числа 2013:
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[image: image1.wmf]567

Серед записаних дільників немає двох послідовних чисел. Отже треба знайти пару дільників, добуток яких дорівнює 
[image: image31.wmf]2013

, а різниця дорівнює 
[image: image32.wmf]1
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. Але й таких немає, у чому легко переконатися простим перебором: 
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3. У квадраті 
[image: image37.wmf]ABCD

 на сторонах 
[image: image38.wmf]AD

 та 
[image: image39.wmf]DC

 вибрані точки 
[image: image40.wmf]M

 та 
[image: image41.wmf]N

 відповідно таким чином, що 
[image: image42.wmf]°
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. Знайдіть величину кута 
[image: image43.wmf]MBN

.
Відповідь: 
[image: image44.wmf]°
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.
Розв’язання. Зрозуміло, що 
[image: image45.wmf]°
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, оскільки 
[image: image46.wmf]°
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 (рис. 1). Проведемо висоту 
[image: image47.wmf]BL

 у 
[image: image48.wmf]BMN
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, тоді 
[image: image49.wmf]BLM
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 як прямокутні з спільною гіпотенузою та двома рівними кутами. Отже 
[image: image50.wmf]BC
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[image: image51.wmf]BNC
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, як прямокутні з двома рівними  сторонами. Тому з цих пар рівних трикутників маємо, що 
[image: image52.wmf]MBL
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4. На дошці записні числа 1, 2, 3, ..., 2014. Андрійко може вибрати довільні два із записаних чисел 
[image: image56.wmf]b
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,

 та записати замість них число 
[image: image57.wmf]|
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. Після 2013–ї такої операції на дошці залишиться одне число. Яке найбільше число при цьому може залишитись?
Відповідь: 
[image: image58.wmf]2013

.

Розв’язання. Зрозуміло, що кожне число, записане на дошці у будь-який момент, не перевищує 2014. Число 
[image: image59.wmf]|
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 має таку ж саму парність, що й число 
[image: image60.wmf]b
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. Таким чином при здійсненні кожної операції парність суми усіх записаних на дошці чисел не змінюється. На початку сума чисел на дошці непарна, оскільки сума складається з 1007 непарних чисел (1, 3, ..., 2013) та 1007 парних чисел (2, 4, ..., 2014). Таким чином, наприкінці на дошці не може залишитись парне число 
[image: image61.wmf]2014

. Покажемо, що може залишитись число 
[image: image62.wmf]2013

. Розіб’ємо числа на такі пари: 
[image: image63.wmf])
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2014

;

1

(

. Якщо застосувати операцію по черзі до кожної з наведених пар, на дошці будуть записані числа 
[image: image67.wmf]4
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 та 
[image: image68.wmf]2013

. Залишається далі розбити записані числа 
[image: image69.wmf]1

 на 503 пари, замість кожної з яких буде записаний 
[image: image70.wmf]0

. Далі вже зрозуміло, що останнім записаним буде число 
[image: image71.wmf]2013

.
5. Відомо, що додатні числа 
[image: image72.wmf]5
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 задовольняють умови: 
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Знайдіть відношення 
[image: image76.wmf]1
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Відповідь: 
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Розв’язання. Зробимо такі перетворення:
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[image: image82.wmf]0
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Оскільки сума п’яти квадратів може дорівнювати 
[image: image83.wmf]0

 тоді і тільки тоді, коли кожний доданок нульовий, то 
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8 клас 

1. Знайдіть найбільше чотирицифрове число, яке ділиться націло на 9 та цифри ідуть зліва направо у порядку зростання.
Відповідь: 
[image: image86.wmf]5679

.
Розв’язання. Єдине чотирицифрове число, у якого цифри ідуть у порядку зростання з першою цифрою 6, це 
[image: image87.wmf]6789

, але воно не ділиться на 9. З першою цифрою 5 розглянемо числа 
[image: image88.wmf]5678

 та 
[image: image89.wmf]5789

, які мають відповідно найменшу 
[image: image90.wmf])
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 та найбільшу 
[image: image91.wmf])
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 суми цифр. Як легко зрозуміти, між ними існує єдине число 
[image: image92.wmf]5679

 з сумою цифр, що ділиться на 9. 
2. Позначимо через 
[image: image93.wmf])
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 суму цифр натурального числа 
[image: image94.wmf]n

.

а) Чи існує натуральне число 
[image: image95.wmf]n

, для якого справджується рівність: 
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б) Знайдіть найменше натуральне число 
[image: image97.wmf]n

, для якого 
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(Рубльов Богдан)

Відповідь: а) не існує; б) 
[image: image99.wmf]2999

.
Розв’язання. Нехай остання цифра 
[image: image100.wmf]a

 числа 
[image: image101.wmf]n

, відмінна від 9, тобто 
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. Тоді зрозуміло, що 
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Якщо 
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а) Дивись розв’язання задачі 7–2.
[image: image509.wmf]A

б) Оскільки 
[image: image110.wmf]29
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 – добуток двох простих чисел, то подати його у вигляді добутку двох послідовних чисел неможливо. Тому залишається варіант, коли різниця між множниками складає 
[image: image111.wmf]1
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[image: image112.wmf]k

. Різницю 
[image: image113.wmf]1
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, то шукане число 
[image: image116.wmf]n

 закінчується на три цифри 
[image: image117.wmf]9

 та має суму цифр 
[image: image118.wmf]29

. Звідси 
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3. Всередині 
[image: image122.wmf]°
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 вибрана така точка 
[image: image123.wmf]P

, що виконуються умови 
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. Нехай точки 
[image: image125.wmf]M

 та 
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 відповідно проекції точки 
[image: image127.wmf]P

 на прямі 
[image: image128.wmf]AB

 та 
[image: image129.wmf]AC

 відповідно. Доведіть, що 
[image: image130.wmf]MN
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(Сердюк Назар)

Розв’язання. Нехай 
[image: image131.wmf]1
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 – точки, що симетричні точці 
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 відносно прямих 
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 та 
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 відповідно. Тоді 
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4. Задача 7–5.

5. Двоє гравців грають у таку гру. Спочатку Михайлик розрізає квадрат 
[image: image148.wmf]9
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 на смужки одиничної ширини та довільної цілої довжини. Після цього Сашко називає натуральне число 
[image: image149.wmf]k
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 та з усіх смужок довжини 
[image: image151.wmf]k

 складає прямокутник. Яку найбільшу площу цього прямокутника може гарантувати Сашко? 
[image: image510.wmf]B


Відповідь: 
[image: image152.wmf]12

.

Розв’язання. Припустимо, що при будь-якому виборі числа 
[image: image153.wmf]k

 Сашко не може одержати прямокутник площі 
[image: image154.wmf]12

 чи більше. Це означає, що серед смуг є щонайбільше по одній смужці довжини 
[image: image155.wmf]9
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 та 
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; не більше трьох смужок довжини 
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 та не більше одинадцяти одиничних квадратиків. Загальна площа виходить
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Таким чином принаймні одного типу прямокутників 
[image: image164.wmf]k
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 вистачить для побудови прямокутника площі 
[image: image165.wmf]12

.

Тепер покажемо розрізання, при якому значення 
[image: image166.wmf]12

 – найбільше можливе. На рис. 3 показане розрізання квадрату 
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9 клас 

1. Доведіть, що існує таке натуральне число 
[image: image169.wmf]N

, при приписуванні до якого справа будь якого натурального числа від 1 до 20, ми одержимо складене число.
Розв’язання. Розглянемо, наприклад, таке число: 
[image: image170.wmf]100
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2. Для додатних чисел 
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 доведіть нерівність: 
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Розв’язання. З нерівності між середніми, яку ми використовуємо двічі, маємо, що 
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3. Позначимо через 
[image: image181.wmf])
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 суму цифр натурального числа 
[image: image182.wmf]n
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а) Знайдіть найменше натуральне число 
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б) Знайдіть усі натуральні 
[image: image185.wmf]m

, для яких існує натуральне число 
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, що справджується рівність: 
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Відповідь. а) 
[image: image188.wmf]2999

; б) 
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Розв’язання. Нехай остання цифра 
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 числа 
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Якщо 
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а) Дивись розв’язання задачі 8–2 б).
б) Оскільки 
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[image: image200.wmf]1

=

m

 маємо 
[image: image201.wmf]504

1

504

×

=

 та 
[image: image202.wmf]1

56

9

503

1

504

-

×

=

=

-

 і шукане подання у вигляді добутку двох чисел існує, наприклад:
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Для 
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Для 
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 і шукане подання у вигляді добутку чотирьох чисел існує, оскільки, якщо 
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Нехай 
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. Розглянемо усі дільники числа 
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Серед цих дільників повинні бути або 5 послідовних чисел (яких очевидно немає), або принаймні 3 послідовних числа, а також дільник, який відрізняється на 
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 повинно бути число з сумою цифр, що кратне 
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 не має. 
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 повинно бути число з сумою цифр, що дорівнює 
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 EMBED Equation.3  [image: image246.wmf]9
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 і цей випадок вже вище розглянутий.
4. Задача 8–5.

5. Заданий трикутник 
[image: image247.wmf]ABC

, 
[image: image248.wmf]AD

 – його бісектриса. Нехай 
[image: image249.wmf],

EF

 – центри кіл, вписаних у трикутники 
[image: image250.wmf]ADC

 та 
[image: image251.wmf]ADB

 відповідно. Позначимо через 
[image: image252.wmf]w

 – коло описане навколо трикутника 
[image: image253.wmf]DEF

, а через 
[image: image254.wmf]Q

 – точку перетину 
[image: image255.wmf]BE

 та 
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, а 
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 – відповідно другі точки перетину прямих 
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 з колом 
[image: image259.wmf]w

. Нехай 
[image: image260.wmf]12
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 кола описані навколо трикутників 
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 та 
[image: image262.wmf]KQM

 Доведіть, що точка перетину кіл 
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 відмінна від 
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 лежить на  прямій 
[image: image265.wmf]AD
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(Ківва Богдан)

4. Розв’язання. Доведення:

1) Покажемо, що точка 
[image: image266.wmf]Q

 належить прямій 
[image: image267.wmf]AD

 (рис. 4).

Позначимо через 
[image: image268.wmf]I

 – точку перетину 
[image: image269.wmf]CE

 та 
[image: image270.wmf]BF

 – інцентр трикутника 
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. 
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 - бісектриса в трикутнику 
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 маємо 
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 перетинаються в одній точці.
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2) Покажемо, що 
[image: image279.wmf]HJ

 та 
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 перетинаються на 
[image: image281.wmf]AD

.

Скористаємося теоремою Паскаля для шести точок 
[image: image282.wmf],,,,,
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, що лежать на одному колі, маємо: 
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 – лежать на одній прямій, а значить 
[image: image284.wmf]HJ

 та 
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 перетинаються на 
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.

3)Нехай 
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 – друга точка перетину кіл 
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 - радикальна вісь цих кіл. 
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 - радикальні осі кіл 
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 відповідно. Тоді точка перетину 
[image: image293.wmf]HJ

 та 
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 – це радикальний центр цих трьох кіл, але він лежить на 
[image: image295.wmf]AD

 та на 
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, але точка 
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 належить 
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, тому точка 
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 теж належить 
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Альтернативне розв’язання. 
Позначимо через 
[image: image301.wmf]I

 – точку перетину 
[image: image302.wmf]CE

 та 
[image: image303.wmf]BF

 - інцентр трикутника 
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. Кут 
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 - тупий, а кут 
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Ð

 прямий, тому точка 
[image: image307.wmf]I

 завжди лежить всередині кола 
[image: image308.wmf]w

. Опишемо коло навколо трикутника 
[image: image309.wmf]HIM

. Позначимо через 
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 другу точку перетину  цього кола з 
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. Тоді 
[image: image312.wmf]MTIMHI

Ð=Ð

 та 
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, звідси і випливатиме твердження задачі. Запишемо: 
[image: image316.wmf]MTQMTIMHIMHEMKEMKQ

Ð=Ð=Ð=Ð=Ð=Ð

. Отже, справді 
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10 клас 

1. При яких значеннях 
[image: image319.wmf]k

 рівняння 
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 має три корені, які є послідовними членами арифметичної прогресії.
Відповідь: 
[image: image321.wmf]3
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.
Розв’язання. Неважко зрозуміти, що коренями цього рівняння є числа 
[image: image322.wmf]k
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 та 
[image: image323.wmf]2
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. Різні прогресії можуть залежати від порядку чисел. 

Якщо прогресію утворюють корені у такому порядку: 
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Для такого порядку: 
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 повинна виконуватись умова 
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Для порядку: 
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 повинна виконуватись умова 
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2. Позначимо через 
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 множину усіх цілих невід’ємних чисел. Знайдіть усі функції 
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 справджується рівність: 
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Відповідь: 
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Розв’язання. Покладемо 
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Підставимо 
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Підставимо 
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 в дану рівність. Тоді 
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З одержаних двох умов маємо, що 
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Звідси 
[image: image346.wmf]N

n

Î

"

 
[image: image347.wmf]0

)

4

(

=

n

f

. Таким чином, 
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[image: image514.wmf]L


3. Задача 9–5.

4. На площині розташували 
[image: image350.wmf]2
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 точок і біля кожної з них написали деяке додатне число так, що відстань між довільними двома точками виявилась рівною сумі чисел, які біля них записані. Вкажіть усі можливі значення 
[image: image351.wmf]n

.

(Мисак Данило)
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Відповідь: 
[image: image352.wmf]n

 може дорівнювати 2, 3 або 4. 

Розв’язання. Наведемо приклад для 
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: три точки поставимо у вершинах правильного трикутника зі стороною 
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 та припишемо кожній число 
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. Четверту точку помістимо в центр трикутника та припишемо їй число 
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. Неважко переконатися, що таке розташування задовольняє умову. Прибравши довільну точку або довільні дві точки, отримаємо потрібне розташування відповідно для 
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Доведемо, що умова задачі не може виконуватися при 
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Покажемо, що тоді жодні три точки не лежать на одній прямій.

[image: image516.wmf]B

Нехай 
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 – три точки, що лежать на одній прямій, як це показано на рис. 5. Біля них записані додатні числа 
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Покажемо, що жодні чотири точки не утворюють опуклий чотирикутник.
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Це означає, що з будь-яких чотирьох точок одна лежить всередині трикутника, утвореного трьома іншими точками. На рис. 7 точка 
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Звідси випливає, що 
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Одержана суперечність завершує доведення.
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1. Розв’яжіть рівняння: 
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Розв’язання. Оскільки 
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2. Знайти усі строго зростаючі функції 
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Розв’язання. Зробимо підстановку у задане рівняння: 
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3. Задача 10-4.

4. Нехай 
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 – точка перетину висот 
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 і 
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Розв’язання. Нехай 
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 – середина 
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 (рис. 8).

[image: image517.wmf]P

Промінь 
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Запишемо теорему Чеви в тригонометричній формі для трикутника 
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Нехай 
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Далі, з того, що 
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Але за теоремою синусів з трикутника 
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Підставимо (1) та (2) в (*), одержимо:
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Аналогічно доводиться, що пряма 
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 перетне пряму 
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5. Задача 10–5.

Рис. 1 
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Рис. 2
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Рис. 3
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Рис. 5
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Рис. 6
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Рис. 7
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Рис. 8
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