Київські відбори. Розв’язання задач
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1. Скількома способами можна подати дріб 
[image: image1.wmf]2012

2013

 у вигляді добутку двох дробів вигляду 
[image: image2.wmf]n

n

1

+

, де 
[image: image3.wmf]N

n

Î

? Порядок дробів ролі не грає.
Відповідь: 24 пари 
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. Відомо, що поліном 
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 має чотири різних не додатних корені. Доведіть, що поліном 
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 має два різні дійсні корені тоді і лише тоді, коли 
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Згадаємо, що 
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[image: image40.wmf]1

f

 має два корені 
[image: image41.wmf]2

1

,

x

x

, які задовольняють умову 
[image: image42.wmf]0

2

1

£

<

<

x

x

m

. Тоді зрозуміло, що всі корені 
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3. Знайдіть усі пари натуральних чисел 
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, які мають такі властивості: для будь-якого розфарбування множини натуральних чисел у два кольори – жовтий та синій (кожне натуральне число фарбується одним кольором) обов’язково знайдуться два числа жовтого кольору з різницею 
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Відповідь: 
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Розв’язання. Спочатку покажемо, що пара чисел 
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 умову не задовольняє. Для цього наведемо потрібне розфарбування натуральних чисел у два кольори, які ми позначимо А та В. 
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При такому розфарбуванні числа на відстані 
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 числа пофарбовані і різний колір, з різницею у 
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 – знову у різний колір і т.д. Таким чином задані різниці не досягаються. 
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Нехай тепер без обмеження загальності розгляду 
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. Доведемо, що ці значення умову задовольняють методом від супротивного. Розглянемо таке розфарбування, що умову не задовольняє. Виберемо число 
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 мають колір А. Нехай 
[image: image67.wmf])

,

(

b

a

b

a

d

-

+

=

, тоді з відомої теореми про НСД у вигляді 
[image: image68.wmf])

(

)

(

b

a

s

b

a

r

-

+

+

 можна подати усі цілі числа, що кратні 
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4. Заданий рівнобедрений трикутник 
[image: image88.wmf]OCB

 з вершиною 
[image: image89.wmf]O

, коло 
[image: image90.wmf])

,

(

OB

O

S

w

=

. Дотичні до цього кола в точках 
[image: image91.wmf]B

 та 
[image: image92.wmf]C

 перетинаються в точці 
[image: image93.wmf]A

. Розглянемо коло 
[image: image94.wmf]1

w

, що розташоване всередині 
[image: image95.wmf]ABC

D

, яке дотикається кола 
[image: image96.wmf]w

 та сторони 
[image: image97.wmf]AC

 в точці 
[image: image98.wmf]H

. Коло 
[image: image99.wmf]2

w

 також розташоване всередині 
[image: image100.wmf]ABC

D

 та дотикається кола 
[image: image101.wmf]w

 та кола 
[image: image102.wmf]1

w

 в точці 
[image: image103.wmf]J

, та сторони 
[image: image104.wmf]AB

 в точці 
[image: image105.wmf]K

. Доведіть, що бісектриса 
[image: image106.wmf]KJH

Ð

 проходить через інцентр 
[image: image107.wmf]OCB

D

.
Розв’язання. Спочатку доведемо таку лему.

Лема. На рис. 88 
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Лема доведена. 

Повернемось до розв’язання задачі. Нехай 
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оскільки 
[image: image205.wmf]AH

 та 
[image: image206.wmf]K

A

¢

 дотикаються до кіл, що описані навколо 
[image: image207.wmf]YH

J

¢

D

 та 
[image: image208.wmf]J

X

K

¢

¢

D

, то ці описані кола дотикаються одне одного, тобто ці кола і є 
[image: image209.wmf]1

w

 та 
[image: image210.wmf]2

w

. Тому 
[image: image211.wmf]J

J

¢

=

 та 
[image: image212.wmf]K

K

¢

=

, а також


[image: image213.wmf]IJK

IBK

ICH

IJH

Ð

=

Ð

-

°

=

Ð

-

°

=

Ð

180

180

,

тобто 
[image: image214.wmf]IJ

 – бісектриса 
[image: image215.wmf]KJH

Ð

, що й треба було довести.
Спочатку покажемо, що 
[image: image216.wmf]B

R

SQ

¢

=

 
[image: image217.wmf]Û

 
[image: image218.wmf]Q

B

AB

¢

||

.

Оскільки 
[image: image219.wmf]B

A

PS

¢

||

, то 
[image: image220.wmf]B

S

SQ

PA

PQ

¢

=

. Якщо 
[image: image221.wmf]B

R

SQ

¢

=

, то 
[image: image222.wmf]PB

B

P

RQ

B

R

PA

PQ

¢

¢

=

=

, тому 
[image: image223.wmf]PC

BQ

||

, звідки й 
[image: image224.wmf]Q

B

AB

¢

||

. 
З іншого боку, якщо 
[image: image225.wmf]Q

B

AB

¢

||

, то використаємо, що 
[image: image226.wmf]PC

BQ

||

 і ми одержимо, що 
[image: image227.wmf]B

S

SQ

PA

PQ

PB

B

P

RQ

B

R

¢

¢

¢

=

=

=

 
[image: image228.wmf]Þ

 
[image: image229.wmf]B

R

SQ

¢

=

.

Тепер покажемо, що 
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Нехай 
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10 клас

1. Задача № 1 за 11-й клас.

2. Квадрат 
[image: image253.wmf]2007
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 розбитий на 
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 одиничних квадратиків. Андрій та Богдан грають у таку гру. Андрій кожним своїм ходом фарбує 4 одиничні квадрати у синій колір, які утворювали квадрат 
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 та жоден з них ще не був зафарбованим. Після цього Богдан вибирає 1 одиничний незафарбований квадрат та фарбує його у жовтий колір. Коли Андрій своїм ходом вже не може зафарбувати за правилами свій квадрат, то решту одиничних квадратиків зафарбовую у жовтий колір Богдан. Перемагає той, хто зафарбував більше одиничних квадратиків у свій колір. Чи має Богдан виграшну стратегію?
Відповідь: так має.

Розв’язання. Позначимо кожний квадрат таким чином: 
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 – лівий верхній, тоді усього є 
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 квадратів з обома парними координатами. Андрій кожним своїм ходом завжди фарбує рівно один такий квадрат. Стратегія Богдана буде вибирати тільки такі квадрати, тоді гра триватиме не довше 
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[image: image260.wmf]2

2007

2

AB

<=

, то Богдан виграє.
3. Для додатних чисел 
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Розв’язання. З нерівності Коші-Буняковського запишемо, що 
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що й треба було довести.
4. Задача № 4 за 11-й клас.

9 клас

1. Заданий вписаний у коло п’ятикутник 
[image: image270.wmf]ABCDE

 з сторонами 
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[image: image273.wmf]AD

 та 
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 перетинаються в точці 
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, а діагональ 
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 перетинає відрізки 
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 та 
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 в точках 
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 та 
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 відповідно. Доведіть, що 
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 рівнобедрений.
Розв’язання. Із заданої рівності сторін маємо, що 
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З рівностей (2) та (3) 
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Аналогічно вищедоведенному точки 
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 лежать на одному колі, бо 
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Тому маємо, що 
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Якщо тепер скористатися рівністю (4), то матимемо, що 
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 – рівнобедрений, що й треба було довести.
2. Задача № 2 за 10-й клас.

3. Доведіть, що коли деяке натуральне число 
[image: image311.wmf]N

 представляється у вигляді суми трьох квадратів цілих чисел, що діляться на 3, то воно також представляється у вигляді суми трьох квадратів цілих чисел, що не діляться на 3.
Розв’язання. З умови маємо, що число можна подати у вигляді 
[image: image312.wmf]2

1

2

1

2

1

c

b

a

N

+

+

=

, де 
[image: image313.wmf]1

1

1

,

,

c

b

a

 кратні 
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, нехай без обмеження загальності 
[image: image315.wmf])

(

)

(

)

(

1

1

3

1

3

1

3

c

ord

b

ord

n

a

ord

£

£

=

£

, тоді 
[image: image316.wmf])

(

9

2

2

2

c

b

a

N

n

+

+

=

, де 
[image: image317.wmf]a

 не кратне 
[image: image318.wmf]3

. Тоді можемо вважати, що 
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 не кратне 
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, інакше замість числа 
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 виберемо 
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Оскільки кожне з чисел 
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 має той же залишок при діленні на 
[image: image326.wmf]3

, що і число 
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 не ділиться. Таким чином ми подали число 
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 EMBED Equation.3  [image: image331.wmf])
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[image: image332.wmf]z
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 не кратні 
[image: image333.wmf]3

. Залишається застосувати даний крок 
[image: image334.wmf]n

 разів.
4. Задача № 3 за 10-й клас.

8 клас

1. Відомо, що 
[image: image335.wmf]0
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 та 
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. Знайдіть відношення: 
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Відповідь: 
[image: image338.wmf]3

.
Розв’язання. З урахуванням того, що 
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2. Поверхня куба зі стороною 
[image: image341.wmf]2
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n

 пофарбована у чорний колір. Після цього цей куб розрізаний на 
[image: image342.wmf]3

n

 одиничних кубиків. Відомо, що кількість одиничних кубиків, які не мають жодної пофарбованої грані ділиться націло на кількість одиничних кубиків, які мають пофарбованими рівно дві грані. При якому найменшому 
[image: image343.wmf]n

 це можливо?
Відповідь: 
[image: image344.wmf]8
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Розв’язання. Треба порахувати кількість кубиків, у яких пофарбована рівно 2 грані та жодної. Ті, у кого пофарбовані рівно 2 грані розташовані при ребрах, але не у кутах. Оскільки ребер 12, то загальна кількість таких є 
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. З усіма непофарбованими гранями є стільки кубиків, що розташовані всередині заданого куба, тобто утворюють куб зі стороною 
[image: image346.wmf]2

-

n

. Таким чином їх загальна кількість 
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. Треба знайти найменше натуральне 
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, при якому 
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. Простим підбором переконуємось, що це виконується для найменшого 
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3. Задача № 1 за 9-й клас.

4. Задача № 3 за 9-й клас.
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Рис. 
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Рис. 88
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Рис. 89





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���








[image: image356.wmf]E

[image: image357.wmf]D

[image: image358.wmf]C

[image: image359.wmf]B

[image: image360.wmf]A

[image: image361.wmf]B

¢

[image: image362.wmf]E

[image: image363.wmf]C

[image: image364.wmf]H

[image: image365.wmf]K

¢

[image: image366.wmf]Q

[image: image367.wmf]S

[image: image368.wmf]A

[image: image369.wmf]B

[image: image370.wmf]C

¢

[image: image371.wmf]U

[image: image372.wmf]F

[image: image373.wmf]O

[image: image374.wmf]P

[image: image375.wmf]T

[image: image376.wmf]N

[image: image377.wmf]w

[image: image378.wmf]B

[image: image379.wmf]A

[image: image380.wmf]K

¢

[image: image381.wmf]H

[image: image382.wmf]C

[image: image383.wmf]E

[image: image384.wmf]B

¢

[image: image385.wmf]C

¢

[image: image386.wmf]U

[image: image387.wmf]F

[image: image388.wmf]O

[image: image389.wmf]P

[image: image390.wmf]T

[image: image391.wmf]N

[image: image392.wmf]w

[image: image393.wmf]X

[image: image394.wmf]Y

[image: image395.wmf]I

[image: image396.wmf]J

¢

_1415966027.unknown

_1419878259.unknown

_1419879542.unknown

_1419967326.unknown

_1420661461.unknown

_1421076418.unknown

_1421077748.unknown

_1421078858.unknown

_1421176139.unknown

_1421176165.unknown

_1421078909.unknown

_1421176104.unknown

_1421078222.unknown

_1421077048.unknown

_1421077606.unknown

_1421077007.unknown

_1420722966.unknown

_1420755010.unknown

_1420755937.unknown

_1420755312.unknown

_1420722980.unknown

_1420666160.unknown

_1420717755.unknown

_1420718161.unknown

_1420666174.unknown

_1420661542.unknown

_1420663917.unknown

_1420559978.unknown

_1420560332.unknown

_1420560372.unknown

_1420560457.unknown

_1420560665.unknown

_1420560696.unknown

_1420560715.unknown

_1420560679.unknown

_1420560636.unknown

_1420560387.unknown

_1420560352.unknown

_1420560014.unknown

_1420560022.unknown

_1420558711.unknown

_1420559258.unknown

_1420559343.unknown

_1420559926.unknown

_1420559215.unknown

_1419967477.unknown

_1419967636.unknown

_1419967345.unknown

_1419966304.unknown

_1419966567.unknown

_1419967289.unknown

_1419967313.unknown

_1419967083.unknown

_1419966363.unknown

_1419966450.unknown

_1419966475.unknown

_1419966352.unknown

_1419964685.unknown

_1419964863.unknown

_1419964876.unknown

_1419964803.unknown

_1419879677.unknown

_1419964634.unknown

_1419964672.unknown

_1419879810.unknown

_1419879896.unknown

_1419879733.unknown

_1419879610.unknown

_1419879658.unknown

_1419879594.unknown

_1419879075.unknown

_1419879338.unknown

_1419879381.unknown

_1419879439.unknown

_1419879371.unknown

_1419879114.unknown

_1419879143.unknown

_1419879106.unknown

_1419878501.unknown

_1419878860.unknown

_1419878888.unknown

_1419878797.unknown

_1419878454.unknown

_1419878490.unknown

_1419878289.unknown

_1415974193.unknown

_1415974446.unknown

_1415993410.unknown

_1419875089.unknown

_1419877866.unknown

_1419877882.unknown

_1419876585.unknown

_1416257068.unknown

_1416257075.unknown

_1418640855.unknown

_1418640894.unknown

_1416257072.unknown

_1415993589.unknown

_1415987789.unknown

_1415993231.unknown

_1415993241.unknown

_1415993253.unknown

_1415992243.unknown

_1415992264.unknown

_1415987890.unknown

_1415974471.unknown

_1415974500.unknown

_1415974457.unknown

_1415974306.unknown

_1415974373.unknown

_1415974426.unknown

_1415974361.unknown

_1415974279.unknown

_1415974288.unknown

_1415974261.unknown

_1415972101.unknown

_1415973961.unknown

_1415974132.unknown

_1415974177.unknown

_1415974089.unknown

_1415972465.unknown

_1415973783.unknown

_1415973790.unknown

_1415973803.unknown

_1415973760.unknown

_1415972236.unknown

_1415968564.unknown

_1415970151.unknown

_1415970165.unknown

_1415970078.unknown

_1415969226.unknown

_1415970035.unknown

_1415966959.unknown

_1415967370.unknown

_1415966129.unknown

_1411664978.unknown

_1412629807.unknown

_1415650774.unknown

_1415653047.unknown

_1415653459.unknown

_1415965732.unknown

_1415965915.unknown

_1415966012.unknown

_1415965803.unknown

_1415653653.unknown

_1415653721.unknown

_1415965308.unknown

_1415965714.unknown

_1415653807.unknown

_1415653823.unknown

_1415653683.unknown

_1415653716.unknown

_1415653670.unknown

_1415653531.unknown

_1415653609.unknown

_1415653517.unknown

_1415653404.unknown

_1415653419.unknown

_1415653436.unknown

_1415653410.unknown

_1415653161.unknown

_1415653396.unknown

_1415653095.unknown

_1415652413.unknown

_1415652651.unknown

_1415652761.unknown

_1415653029.unknown

_1415652675.unknown

_1415652495.unknown

_1415652622.unknown

_1415652428.unknown

_1415650847.unknown

_1415652014.unknown

_1415652170.unknown

_1415652192.unknown

_1415652017.unknown

_1415651887.unknown

_1415651908.unknown

_1415651853.unknown

_1415651867.unknown

_1415650870.unknown

_1415651840.unknown

_1415650820.unknown

_1415650841.unknown

_1415650814.unknown

_1415374440.unknown

_1415375887.unknown

_1415650622.unknown

_1415650651.unknown

_1415650672.unknown

_1415650640.unknown

_1415650378.unknown

_1415650407.unknown

_1415375935.unknown

_1415374699.unknown

_1415375180.unknown

_1415375843.unknown

_1415374900.unknown

_1415374947.unknown

_1415374507.unknown

_1415374247.unknown

_1415374330.unknown

_1415374424.unknown

_1415374314.unknown

_1412630661.unknown

_1415374156.unknown

_1415374173.unknown

_1415374065.unknown

_1412630676.unknown

_1412630012.unknown

_1412630188.unknown

_1412629832.unknown

_1411673135.unknown

_1411676235.unknown

_1411679354.unknown

_1411679638.unknown

_1411680023.unknown

_1411680532.unknown

_1411680617.unknown

_1411680707.unknown

_1411680845.unknown

_1411680568.unknown

_1411680328.unknown

_1411680522.unknown

_1411680317.unknown

_1411679718.unknown

_1411679911.unknown

_1411679981.unknown

_1411679756.unknown

_1411679658.unknown

_1411679413.unknown

_1411679588.unknown

_1411679361.unknown

_1411679189.unknown

_1411679282.unknown

_1411679290.unknown

_1411677507.unknown

_1411679050.unknown

_1411679166.unknown

_1411678544.unknown

_1411676286.unknown

_1411673551.unknown

_1411673863.unknown

_1411674432.unknown

_1411675129.unknown

_1411673658.unknown

_1411673850.unknown

_1411673396.unknown

_1411673533.unknown

_1411673383.unknown

_1411673315.unknown

_1411668519.unknown

_1411673005.unknown

_1411673113.unknown

_1411673125.unknown

_1411673017.unknown

_1411672870.unknown

_1411672982.unknown

_1411669078.unknown

_1411668230.unknown

_1411668471.unknown

_1411668494.unknown

_1411668262.unknown

_1411665146.unknown

_1411668213.unknown

_1411665074.unknown

_1389469113.unknown

_1389471003.unknown

_1411226328.unknown

_1411664048.unknown

_1411664141.unknown

_1411664206.unknown

_1411664920.unknown

_1411664180.unknown

_1411664094.unknown

_1411664128.unknown

_1411664061.unknown

_1411663283.unknown

_1411664038.unknown

_1411663391.unknown

_1411663498.unknown

_1411663561.unknown

_1411663919.unknown

_1411663527.unknown

_1411663478.unknown

_1411663328.unknown

_1411663357.unknown

_1411663307.unknown

_1411663154.unknown

_1411663206.unknown

_1411663259.unknown

_1411663178.unknown

_1411227429.unknown

_1411228418.unknown

_1411663135.unknown

_1411663087.unknown

_1411227435.unknown

_1411226894.unknown

_1411226956.unknown

_1411226341.unknown

_1411225370.unknown

_1411225472.unknown

_1411226321.unknown

_1411225383.unknown

_1411225410.unknown

_1411225302.unknown

_1411225362.unknown

_1411065650.unknown

_1411225244.unknown

_1389471087.unknown

_1389469597.unknown

_1389470828.unknown

_1389470907.unknown

_1389470942.unknown

_1389470897.unknown

_1389470676.unknown

_1389470764.unknown

_1389470599.unknown

_1389469399.unknown

_1389469489.unknown

_1389469552.unknown

_1389469476.unknown

_1389469157.unknown

_1389469339.unknown

_1389469124.unknown

_1389468443.unknown

_1389468631.unknown

_1389468661.unknown

_1389468770.unknown

_1389468642.unknown

_1389468523.unknown

_1389468573.unknown

_1389468473.unknown

_1381439975.unknown

_1389468220.unknown

_1389468345.unknown

_1389468410.unknown

_1389468264.unknown

_1389468316.unknown

_1389468140.unknown

_1389468155.unknown

_1381439992.unknown

_1389468128.unknown

_1381439991.unknown

_1381439787.unknown

_1381439836.unknown

_1381439889.unknown

_1381439911.unknown

_1381439812.unknown

_1381439455.unknown

_1381439718.unknown

_1381439349.unknown

_1321689291.unknown

