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Ìàòåìàòè÷íèé áié �3. Ñòàðøà ëiãà. Ãðóïà B

ß ëþáëþ ðîáîòó, âîíà çà÷àðîâó¹ ìåíå. ß ìîæó

ñèäiòè i äèâèòèñÿ íà íå¨ ãîäèíàìè.

Äæåðîì Ê. Äæåðîì

1. Íåõàé abc � ïðîñòå ÷èñëî (â äåñÿòêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ). Äîâåäiòü, ùî
b2 − 4ac íå ìîæå áóòè ïîâíèì êâàäðàòîì.

2. Çíàéòè óñi f : R → R òàêi, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ x, y ñïðàâäæó¹òüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿ

(x+ y)
(
f(x) − f(y)

)
= f(x2) − f(y2).

3. Ãðîñìåéñòåð ìà¹ 77 äíiâ íà ïiäãîòîâêó äî òóðíiðó. Âií õî÷å ãðàòè íå ìåíøå
îäíi¹¨ ïàðòi¨ ùîäíÿ, àëå ùîá íå ïåðåâòîìèòèñÿ, � íå áiëüøå 132 ïàðòi¨ çà
âåñü ÷àñ ïiäãîòîâêè. Äîâåäiòü, ùî çíàéäóòüñÿ äåêiëüêà äíiâ ïiäðÿä, ïðîòÿãîì
ÿêèõ âií çiãðà¹ ðiâíî 21 ïàðòiþ.

4. Ó òðèêóòíèêó ABC, òî÷êà O � öåíòð îïèñàíîãî êîëà, I � iíöåíòð. Íåõàé
X � òî÷êà, ñèìåòðè÷íà I âiäíîñíî òî÷êè O, A1 � îñíîâà ïåðïåíäèêóëÿðà,
îïóùåíîãî iç X íà BC. Àíàëîãi÷íî âèçíà÷èìî òî÷êè B1 i C1. Äîâåäiòü, ùî
ïðÿìi AA1, BB1 i CC1 êîíêóðåíòíi (ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi).

5. Íàçâåìî ðîçôàðáóâàííÿ äîøêè n×n ó äâà êîëüîðè (÷îðíèé i áiëèé) ïðåêðà-
ñíèì, ÿêùî ó áóäü-ÿêîìó êâàäðàòèêó 2×2 êëiòèíîê áiëîãî êîëüîðó � íåïàðíà
êiëüêiñòü. Çíàéòè óñi n, ïðè ÿêèõ iñíóâàòèìå òàêå ïðåêðàñíå ðîçôàðáóâàííÿ,
ùî íà äîøöi íå áóäå äâîõ îäíàêîâèõ ñòîâï÷èêiâ.

6. Çíàéòè óñi òðiéêè (x, y, z) íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó
ðiâíÿíü {

x2 = 2(y+ z)

x6 = y6 + z6 + 31(y2 + z2)

7. Íåõàé f(n) � êiëüêiñòü äiëüíèêiâ ÷èñëà n2 + n + 1, äå n ∈ N. Äîâåäiòü, ùî
iñíó¹ íåñêií÷åííî áàãàòî òàêèõ n ∈ N, äëÿ ÿêèõ f(n) > f(n+ 1).

8. AL � áiñåêòðèñà òðèêóòíèêà ABC. Íà ñòîðîíàõ AB i AC îáðàëè òî÷êè M

i N òàêèì ÷èíîì, ùî ïðÿìi AL,BN,CM � êîíêóðåíòíi i ∠ALB = ∠ANM.
Äîâåäiòü, ùî ∠MNL = 90◦.

9. Äëÿ äîäàòíèõ ÷èñåë a, b, c òàêèõ, ùî a+b+c+1 = 4abc, äîâåäiòü íåðiâíiñòü
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10. Çíàéòè íàéáiëüøå ÷èñëî a òàêå, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïåðåñòàíîâêè ÷èñåë
1, 2, . . . , 10 íà êîëi ìè çàâæäè çìîæåìî çíàéòè òðè ÷èñëà, ðîçìiùåíèõ ïî-
ñïiëü, òàêèõ, ùî ¨õíÿ ñóìà áóäå íå ìåíøà, íiæ a.


