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Ìàòåìàòè÷íèé áié �3. Ñòàðøà ëiãà. Ãðóïà A

ß ëþáëþ ðîáîòó, âîíà çà÷àðîâó¹ ìåíå. ß ìîæó

ñèäiòè i äèâèòèñÿ íà íå¨ ãîäèíàìè.

Äæåðîì Ê. Äæåðîì

1. Íåõàé abc � ïðîñòå ÷èñëî (â äåñÿòêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ). Äîâåäiòü, ùî
b2 − 4ac íå ìîæå áóòè ïîâíèì êâàäðàòîì.

2. Çíàéäiòü óñi f : R → R òàêi, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ x, y ñïðàâäæó¹òüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿ

f9(x) + f9(y) = f(x+ y).

3. Íåõàé A � ñêií÷åííà ìíîæèíà äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë, B = {x/y | x, y ∈ A}
i C = {xy | x, y ∈ A}. Äîâåäiòü, ùî |A| · |B| 6 |C|2.

4. Ó ãîñòîðîêóòíîìó òðèêóòíèêó ABC òî÷êàM � ñåðåäèíà ñòîðîíè BC, òî÷êè
D,E, F � îñíîâè âèñîò, îïóùåíèõ ç âåðøèí A,B,C âiäïîâiäíî, H � îðòîöåíòð
òðèêóòíèêà ABC, òî÷êà S � ñåðåäèíà âiäðiçêà AH i G � òî÷êà ïåðåòèíó FE
i AH. Íåõàé N � òî÷êà ïåðåòèíó ìåäiàíè AM ç êîëîì, îïèñàíèì íàâêîëî
òðèêóòíèêà BCH. Äîâåäiòü, ùî ∠HMA = ∠GNS.

5. Íàçâåìî ðîçôàðáóâàííÿ äîøêè n×n ó äâà êîëüîðè (÷îðíèé i áiëèé) ïðåêðà-
ñíèì, ÿêùî ó áóäü-ÿêîìó êâàäðàòèêó 2×2 êëiòèíîê áiëîãî êîëüîðó � íåïàðíà
êiëüêiñòü. Çíàéòè óñi n, ïðè ÿêèõ iñíóâàòèìå òàêå ïðåêðàñíå ðîçôàðáóâàííÿ,
ùî íà äîøöi íå áóäå äâîõ îäíàêîâèõ ñòîâï÷èêiâ.

6. Íåõàé O � ôiêñîâíà òî÷êà íà ïëîùèíi. Çíàéòè óñi ìíîæèíè S òî÷îê íà ïëî-
ùèíi, ùî ñêëàäàþòüñÿ ïðèíàéìíi ç äâîõ òî÷îê, i çàäîâîëüíÿþòü óìîâó: ÿêùî
A ∈ S i A 6= O, òî i êîëî ç äiàìåòðîì OA íàëåæèòü S.

7. Äîâåäiòü, ùî ðiâíÿííÿ x3+y3+z3+t3 = 2011 ìà¹ íåñêií÷åííî áàãàòî ðîçâ'ÿç-
êiâ (x, y, z, t) â öiëèõ ÷èñëàõ.

8. Íåõàé ΓA, ΓB, ΓC � òðè êîëà, ùî ðîçìiùåíi âñåðåäèíi òðèêóòíèêà ABC òàê,
ùî êîæíi äâà äîòèêàþòüñÿ ìiæ ñîáîþ, ΓA äîòèêà¹òüñÿ äî ñòîðií AB i AC,
ΓB � ñòîðií BC i BA i ΓC � ñòîðií CA i CB. Íåõàé D � òî÷êà äîòèêó ΓB i ΓC,
E � òî÷êà äîòèêó ΓC i ΓA i F � òî÷êà äîòèêó ΓA i ΓB. Äîâåñòè, ùî ïðÿìi AD,
BE i CF � êîíêóðåíòíi.

9. Äëÿ äîäàòíèõ ÷èñåë a, b, c òàêèõ, ùî a+b+c+1 = 4abc, äîâåäiòü íåðiâíiñòü
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10. Çíàéòè íàéáiëüøå ÷èñëî a òàêå, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïåðåñòàíîâêè ÷èñåë
1, 2, . . . , 10 íà êîëi ìè çàâæäè çìîæåìî çíàéòè òðè ÷èñëà, ðîçìiùåíèõ ïî-
ñïiëü, òàêèõ, ùî ¨õíÿ ñóìà áóäå íå ìåíøà, íiæ a.


