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1. Порівняйте два числа:
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Відповідь: Перше число більше.

Розв’язання. Запишемо цю задачу у загальному вигляді: для деяких додатних 
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 порівняти додатні числа 
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. Доведемо, що 
[image: image6.wmf]B

A

>

. Це рівносильне тому, що 
[image: image7.wmf]2

2

B

A

>

 
[image: image8.wmf]Û

 
[image: image9.wmf]>

+

×

+

a

b

b

a
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. Після чергового піднесення до квадрату та спрощень маємо: 
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2. (Торба Сергій) Знайдіть усі натуральні значення 
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, при яких число 
[image: image16.wmf]p

3

 є періодом функції 
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Відповідь: 
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Розв’язання. 
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 – період функції 
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. Зокрема, ця рівність має виконуватись і для 
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. Отже має бути
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Так як 
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, то можливими значеннями 
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 можуть бути лише числа 
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 та 
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. Перевіркою переконуємося, що при цих 
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3. (Рожкова ) У трикутнику 
[image: image40.wmf]ABC

 проведено бісектриси  
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 та 
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, які перетинаються між собою у точці 
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, а їх продовження перетинають описане навколо трикутника 
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 коло у точках 
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 та 
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 відповідно. Відрізок 
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 перетинає сторони 
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 і 
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у точках 
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 і 
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 відповідно. Довести, що:

а) чотирикутник 
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 – ромб;

б) сторона цього ромба 
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Розв’язання. а) За властивостями кутів у колі 
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, (рис.1) аналогічно 
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Доведемо, що 
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. За теоремою, оберненою до теореми Фалеса, і маємо, що 
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. Повністю аналогічно, 
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. Таким чином 
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 паралелограм, а тому й ромб, бо має рівні суміжні сторони 
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б) 
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 за двома кутами, бо 
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, що й потрібно було довести. 
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4. (Рубльов Богдан) Назвемо заповнення квадрату 
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, розбитого на одиничні квадратики, „правильним”, якщо його заповнено числами 
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 таким чином, що у кожному рядку та у кожному стовпчику присутнє кожне з цих чисел. Розглянемо відстань від центральної клітини до найближчої клітини з числом 
[image: image83.wmf]1

 (під відстанню розуміється найменше число ходів, які потрібні шаховому королю, щоб дістатись до клітинки). Яке найбільше значення може приймати така відстань?
Відповідь: 
[image: image84.wmf]502

.

Розв’язання. Розставимо числа «
[image: image85.wmf]1

» таким чином, як це показано на рис.2. Внаслідок непарності 2009, вздовж однієї діагоналі чисел на одне менше ніж вздовж іншої. Також зрозуміло, що дуже легко далі заповнити цю таблицю правильним чином. 

Найближча до центру клітина з 1 розташована на більшій з діагоналей. Відстань до краю дошки 1004, а тому відстань до найближчої клітини – 502.
Покажемо, що ця відстань найменша з можливих. Як випливає з умови задачі, то відстань між двома клітинами визначається мінімумом різниці між горизонталями та вертикалями розташування клітин. 

Оцінимо відстань від найближчої одиниці до центру. Для цього помітимо, що у верхніх та нижніх 502 горизонталях лежить 
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 одиниць (бо в кожному рядку або у стовпчику лежить рівно одна одиниця); у лівих 502 вертикалях та у правих 502 вертикалях лежить не більше 1004 одиниць (не більше, бо деякі з них можуть бути враховані в горизонталях). Отже, в центральному квадраті з розмірами 
[image: image87.wmf]1005

1005

´

 лежить принаймні одна одиниця. А відстань від центра для будь-якої клітини цього квадрату не більша за 502.
5. (Фещенко Іван) Довести, що існує нескінченно багато таких натуральних чисел 
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, що їх можна подати у вигляді суми 
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Розв’язання. Розглянемо таку рівність: 
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. Воно вже задає шукане подання у вигляді суми кубів, для подання у вигляді суми квадратів бачимо, що 
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Покажемо, що його не можна подати у вигляді суми шостих степенів. Від супротивного: припустимо, що 
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, причому серед усіх можливих чисел 
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 є найменшою (якщо таких четвірок декілька, візьмемо будь-яку з них). Покажемо, що в такому випадку обов’язково 
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. Аналогічно доводиться, що 
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, що суперечить вибору 
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 як четвірки з найменшою можливою сумою. Отримали протиріччя, яке показує неможливість представлення числа 
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 як суми шостих степенів натуральних чисел.
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1. (Торба Сергій) Пряма 
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 перетинає параболу 
[image: image118.wmf]c

bx

ax

y

+

+

=

2

 
[image: image119.wmf])

0

(

¹

a

 у двох точках 
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 і дотикається до цієї параболи в точці 
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 дорівнює абсцисі точки 
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Розв’язання. Нехай рівняння прямої 
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 визначаються рівністю: 
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, тобто вони задовольняють квадратне рівняння, за умовою задачі воно має два розв’язки 
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 визначається таким самим рівнянням 
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; умовою, що пряма 
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2. а) Відомо, що для чотирьох натуральних чисел 
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 виконується умова: кожне з чисел 
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 є повним кубом натурального числа. Чи обов’язково кожне з чисел 
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 також є кубом натурального числа.

б) Відомо, що для п’яти натуральних чисел 
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 виконується умова: кожне з чисел 
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 є повним кубом натурального числа. Чи обов’язково кожне з чисел 
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 також є кубом натурального числа. 

Відповідь: а) ні, не обов’язково; б) так, обов’язково.

Розв’язання. а) приклад, що не обов’язково: 
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б) Покажемо, що якщо у натурального числа 
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 його квадрат 
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, якщо воно є кубом натурального числа, то для кожного 
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 є кубом. 

Оскільки 
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, то й кожне з чисел 
[image: image160.wmf]e

d

c

b

a

,

,

,

,

 є повним кубом.

3. На папері у клітинку виділено квадрат 
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. Два гравці по черзі зафарбовують у жовтий колір одиничні відрізки, які є межами одиничних квадратів, що розташовані всередині чи на межі виділеного квадрату та ще не були зафарбовані. Перемагає той гравець, після ходу якого вперше з’являється одинична клітинка, усі чотири сторони якої зафарбовані у жовтий колір. Хто перемагає у цій грі при правильній грі обох – той, хто починає чи той, хто ходить другим? 
[image: image351.wmf]x

Відповідь: Той, хто ходить другим.

Розв’язання. Другий гравець притримується такої стратегії у своїх ходах: 1) якщо він своїм ходом може пофарбувати останню сторону якої-небудь клітини, він це робить і тим самим перемагає; 2) на хід першого другий відповідає центральносиметричним чином, на рис.3 показані відповідні центральносиметричні ходи.
[image: image352.wmf]b


Таким чином маємо, що 1) гра обов’язково закінчиться перемогою одного з гравців; 2) другий гравець завжди може зробити хід, який задовольняє наведеній вище стратегії. Якщо припустити, що виграє перший гравець, то він своїм ходом фарбує четвертий відрізок у деякого одиничного квадрата. Припустимо, що це відрізок 
[image: image162.wmf]AB

 (рис.4). Перед цим був хід другого, він повинен був зафарбувати один з відрізків 
[image: image163.wmf]BC

, 
[image: image164.wmf]CD

 та 
[image: image165.wmf]DA

. Якщо він їх не фарбував, то вони вже зафарбовані, а тому він повинен сам зафарбувати своїм ходом відрізок 
[image: image166.wmf]AB

 та закінчити гру на попередньому ході. Таким чином, він з своєї стратегії повинен фарбувати один з відрізків 
[image: image167.wmf]BC

, 
[image: image168.wmf]CD

 та 
[image: image169.wmf]DA

. Але це означає, що центрально симетричний квадрат до 
[image: image170.wmf]D
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 після хода першого має зафарбованими сторони 
[image: image171.wmf]C
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, 
[image: image172.wmf]D
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 та 
[image: image173.wmf]A
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. Тому другий повинен (відповідно до стратегії) зафарбувати відрізок 
[image: image174.wmf]B
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 і виграти гру, а не фарбувати один з відрізків 
[image: image175.wmf]BC

, 
[image: image176.wmf]CD

 та 
[image: image177.wmf]DA

. Неважко переконатись, що й для центрального квадрата стратегія спрацьовує.  

4. Задача № 3 за 11 клаc. 
5. (Добосевич Олесь) Для додатних дійсних 
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 доведіть нерівність:
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Розв’язання. Застосовуючи нерівність трьох квадратів 
[image: image180.wmf]ca
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 доведемо більш строгу нерівність 
[image: image181.wmf])
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. Вона еквівалентна нерівності 
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, а це в свою чергу рівносильне нерівності 
[image: image183.wmf]b
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. Остання нерівність є безпосереднім наслідком нерівності між середніми для шести елементів.

9 клас

1. (Гоголєв Андрій) Розв’яжіть систему рівнянь: 
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Відповідь: 
[image: image185.wmf])
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Розв’язання. Спочатку окремо розглянемо перше рівняння при 
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. Таким чином усі пари 
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)

x

x

2

,

 та 
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 задовольняють перше рівняння. 

Тепер перевіримо, які із знайдених розв’язків задовольняють друге рівняння. Для цього повинна одночасно виконуватись три умови: 
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. Якщо підставити пару 
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 у першу умову, маємо: 
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 звідки 
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, тобто отримали пари 
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. Але вони не задовольняють умову 
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, а тому не є розв’язками. Аналогічно підставимо пару 
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 у перше рівняння і одержимо 
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, звідки маємо такі пари можливих розв’язків системи 
[image: image213.wmf])
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 та 
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. Перевіркою, переконуємось, що вони і є шуканими розв’язками. 
2. (Лішунов Віталій) Знайти найменше натуральне число, добуток цифр якого складає 
[image: image215.wmf]5120

.
Відповідь: 
[image: image216.wmf]25888

.
[image: image353.wmf]a

Розв’язання. Оскільки 
[image: image217.wmf]5
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, то найголовніше запитання – яку найменшу кількість цифр повинно мати це число. Очевидно, що серед цифр числа немає 
[image: image218.wmf]0

, а також зрозуміло, що це число повинно мати цифру 
[image: image219.wmf]5

, бо це єдина цифра окрім 
[image: image220.wmf]0

, яка кратна 
[image: image221.wmf]5

. З десяти множників 
[image: image222.wmf]2

 щонайменше можна утворити 4 цифри – 
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 або 
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, бо найбільша можлива парна цифра 
[image: image225.wmf]8

, а трьох цифр 
[image: image226.wmf]8

 не достатньо, щоб їх добуток дорівнював 
[image: image227.wmf]10
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. Залишається з двох наборів цифр 
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 та 
[image: image229.wmf]8
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 утворити найменше число. Найменша можлива перша цифра 
[image: image230.wmf]2

, тому шукане найменше число – це 
[image: image231.wmf]25888

.
3. У колі проведена хорда 
[image: image232.wmf]AB

, на якій обрана точка 
[image: image233.wmf]P

 таким чином, що 
[image: image234.wmf]PB
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. Хорда 
[image: image235.wmf]DE

 перпендикулярна хорді 
[image: image236.wmf]AB

 і проходить через точку 
[image: image237.wmf]P

. Довести, що середина відрізку 
[image: image238.wmf]AP

 є точкою перетину висот трикутника 
[image: image239.wmf]AED

.
Розв’язання. Позначимо через 
[image: image240.wmf]M

 середину відрізку 
[image: image241.wmf]AP

. Нехай пряма 
[image: image242.wmf]EM

 перетинає відрізок 
[image: image243.wmf]AD

 в точці 
[image: image244.wmf]Q

. 
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 оскільки вони обидва прямокутні, та мають рівні катети. Тому рівними є кути 
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 (рис.5). Оскільки 
[image: image248.wmf]EMP
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, то трикутники мають по два рівних кути, а тому й треті кути також повинні бути рівними, тобто 
[image: image249.wmf]°
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, тому 
[image: image250.wmf]EQ

 і 
[image: image251.wmf]AP

 – висоти 
[image: image252.wmf]ADE

D

 і точка 
[image: image253.wmf]M

 – його ортоцентр, що й треба було довести. 

4. (Добосевич Олесь) Для додатних дійсних 
[image: image254.wmf]c
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 доведіть нерівність:
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Розв’язання. Застосуємо для знаменників такі нерівності 
[image: image256.wmf]³
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[image: image257.wmf])
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 і аналогічно для двох інших знаменників. Звідси ліва частина початкової нерівності набуває вигляду: 
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 EMBED Equation.3  [image: image260.wmf])
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, що й треба було довести. 
5. (Батоговський Артем) Є шахівниця розміром 
[image: image261.wmf]2009

2009

´

, яка пофарбована у шаховому порядку (усі кутові клітини чорні). По шахівниці ходить фішка, яка може ходити з клітини на сусідню по стороні клітину. Якщо фішка попадає на деяку клітину, то ця клітина змінює свій колір на протилежний. На початку фішка стоїть у лівому нижньому куті. Чи можна за допомогою ходів цієї фішки перефарбувати усі клітини дошки у чорний колір, якщо ходити відразу у зворотному напрямі заборонено? Тобто, ходити як на рис.6 недозволено, а як на рис.7 можна. 
[image: image354.wmf]25


Відповідь: Можна.

[image: image355.wmf]20

Розв’язання. Оскільки у нас усі кутові клітини чорні покажемо шлях, як можна у чорний колір пофарбувати усі інші клітини. 


На рис.8 показано, як можна пройти шлях від будь-якої клітини до деякої фіксованої клітини, яка розташована не у куту дошки. Ця клітина на рис.8 середня у верхньому ряду. Далі маршрут проходить зворотнім шляхом, як бачимо нема жодного ходу назад, і кожна клітина, крім обраної фарбується парну кількість разів (усі по 2 рази і одна – 4 рази), тобто не змінює свій колір. 

[image: image356.wmf]16


8 клас

1. (Маліцький Юрій) Знайдіть найбільше трицифрове число, яке задовольняє такі три умови:

1) саме число є простим;

2) число, записане тими ж самими цифрами у зворотному порядку також є простим;


3) добуток цифр цього числа є простим. 

Відповідь: 
[image: image262.wmf]311

. 
Розв’язання. Оскільки добуток цифр є простим числом, то цифри числа повинні бути 
[image: image263.wmf]p
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, де цифра 
[image: image264.wmf]p

 утворює просте число. Цифра 
[image: image265.wmf]p

 не може дорівнювати 
[image: image266.wmf]7

, оскільки тоді це число ділиться на 
[image: image267.wmf]3

 і не є простим. Цифра 
[image: image268.wmf]2

 або 
[image: image269.wmf]5

 може стояти лише у середині. Тим самим отримуємо можливі кандидати – числа 
[image: image270.wmf]121

 та 
[image: image271.wmf]151

. Якщо 
[image: image272.wmf]3
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, то можливі кандидати – числа 
[image: image273.wmf]113

, 
[image: image274.wmf]131

 та 
[image: image275.wmf]311

. Найбільше серед усіх цих чисел – число 
[image: image276.wmf]311

 - підходить.
2. Доведіть, що рівняння 
[image: image277.wmf]0
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 не має розв’язків. 
Розв’язання. Подамо ліву частину рівняння у вигляді суми двох квадратів: 
[image: image278.wmf]0
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 або 
[image: image279.wmf](
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. Сума двох квадратів двох виразів може дорівнювати нулю лише за умови, що кожний з них дорівнює нулю, а це очевидно не можливо. 
3. (Крюкова Галина) Усі числа від 
[image: image280.wmf]1

 до 
[image: image281.wmf]2009

 піднесли до квадрату, після цього одержані числа у довільному порядку написали у вигляді одного числа. Чи може одержане число бути квадратом цілого числа? 

Відповідь: не може.

Розв’язання. Розглянемо остачі при діленні на 
[image: image282.wmf]3

. Кожен з квадратів чисел від 
[image: image283.wmf]1

 до 
[image: image284.wmf]2009

 займає певну позицію у великому числі, кожне з них можна подати у вигляді 
[image: image285.wmf]n
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, а все утворене число є сумою таких доданків. Якщо число 
[image: image286.wmf])

3

(mod

2

l

k

º

, то й 
[image: image287.wmf]n

k

10

2

×



 EMBED Equation.3  [image: image288.wmf])

3

(mod

l

º

. Як відомо, квадрати при діленні на 
[image: image289.wmf]3

 дають остачу 
[image: image290.wmf]0

, якщо число кратне 
[image: image291.wmf]3

, інакше матимемо остачу 
[image: image292.wmf]1

. Таким чином утворене число при діленні на 
[image: image293.wmf]3

 дає таку ж остачу, як і сума чисел. Маємо, з 2009 чисел є 669 таких, що діляться на 
[image: image294.wmf]3

 та 1340 чисел, які не кратні 
[image: image295.wmf]3

. Таким чином загальна остача дорівнює 
[image: image296.wmf])
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, що для квадратів неможливо. Одержана суперечність завершує доведення. 
4. На папері у клітинку виділено квадрат 
[image: image297.wmf]7
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´

. Два гравці по черзі зафарбовують у жовтий колір одиничні відрізки, які є межами одиничних квадратів, що розташовані всередині чи на межі виділеного квадрату та ще не були зафарбовані. Перемагає той гравець, після ходу якого вперше з’являється одинична клітинка, усі чотири сторони якої зафарбовані у жовтий колір. Хто перемагає у цій грі при правильній грі обох – той, хто починає чи той, хто ходить другим?
Розв’язання. Задача № 2 за 10 клас.
5. Задача № 3 за 9 клас.
7 клас

1. (Рубльов Богдан) У супермаркеті введені знижки. За купівлю товарів на суму від 300 гривень, покупець отримує знижку 4%, а при покупці товарів на суму від 600 гривень, він отримує знижку 10%. На яку найбільшу суму (з точністю до копійки) зможе придбати товарів покупець, якщо у нього у кишені 

а) 594 гривень;  

б) 534 гривні?
Відповідь: а) 
[image: image298.wmf]660

; б) 
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Розв’язання. а) Якщо він набере товарів на суму 
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 грн., то він повинен буде сплатити на 10% менше, ніж коштує цей товар. Тобто він максимум може придбати товару на суму 
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б) Проводячи аналогічні міркування, матимемо, що покупець повинен скористатись знижкою, але не вистачає її на усі 10%, тому він одержує знижку 4% на усі суму, тобто 
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2. (Батоговський Артем) Є шахівниця розміром 
[image: image307.wmf]7
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, яка пофарбована у шаховому порядку (усі кутові клітини чорні). По шахівниці ходить фішка, яка може ходити з клітини на сусідню по стороні клітину. Якщо фішка попадає на деяку клітину, то вона змінює свій колір на протилежний. На початку фішка стоїть у лівому нижньому куті. Чи можна за допомогою ходів цієї фішки перефарбувати усі клітини дошки у чорний колір?
Відповідь: Можна. 

Розв’язання. Достатньо пройти шлях від кутової фішки до будь-якої іншої, тоді поміняють колір усі клітини, окрім кінцевої, оскільки в усіх інших клітинах фішка побувала 2 рази.

3. (Анікушин Андрій) Знайдіть усі натуральні числа 
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, які задовольняють рівності 
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Відповідь: 
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Розв’язання. Покажемо, що 
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 взаємно прості. Дійсно, якби у них був спільний дільник 
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, тобто 
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 є дільником 
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, що суперечить нашому припущенню. 


Таким чином для заданої рівності повинні виконуватись такі умови: 
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 повинно ділитись на 
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. Розглянемо обидва випадки. При 
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. Тобто рівняння має два розв’язки. 
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4. (Лішунов Віталій) Прямокутник розбитий на 16 прямокутників, у яких невідомі довжини сторін. Відома площа шести малих прямокутників, які утворилися внаслідок розбиття, і їх площі наведені на рис.10. Знайти площі кожного з чотирьох маленьких прямокутників, розташованих у нижньому ряду, якщо площа усього великого прямокутника складає 
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Відповідь: 
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Розв’язання. Розглянемо рис.11, де через 
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 позначено довжини відповідних сторін. Тоді 
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. Таким чином, якщо ми знаємо площу трьох з чотирьох наведених прямокутників, то можна знайти й площу останнього. Отже на заданому в умові рис.10 можна обчислити площі усіх прямокутників, окрім тих, які розташовані у нижньому рядку. Зверху донизу їх площі такі: верхній ряд: 
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. Позначимо площу лівого нижнього прямокутника через 
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. Таким чином площа великого прямокутника дорівнює 
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, і відповідні площі прямокутників нижнього ряду мають такі площі: 
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Рис.10
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